Agla 2 Klausurzettel

Ringtheorie

Sei ¢ : Z — Z Ringhomomorphismus. Dann ist ¢ = 0 oder ¢ = id.
Ideal: Unterring U von Rmitur € U,ru € U firalleu € U,r € R
Der Kern eines Ringhomomorphismus ist ein Ideal.

Faktorring: Sei a Ideal von R, dann ist § der Faktorring von R nach a.
Ideale sind abgeschlossen unter Schnitt.

Erzeugte Ideale: (A)= (] afirACR

aCR Ideal
ACa

» (A) besteht aus endlichen Linearkombination von Elementen von R der Gestalt
{na,ra,ar,ras | n € Z;a € A;r,s, € R}

Hauptideale werden von einem Element erzeugt

Homomorphiesatz fiir Ringe: Sei ¢ : R — S Ringhomomorphismus, dann ist durch & :

R/ Kern ¢ — S, 7 + Kern ¢  ¢(r) ein injektiver Ringhomomorphismus definiert.

Teilbarkeit

Seia € R\ {0},b € R.Danna | b, wenn 3c € Rmitac = b

»r |0

»a|lbAhalc=a|rb+scVr,seR

»albAb|lc=alc

» alb= (b) C (a)

Nullteiler: a,b € R\ {0} mitab =0

» Kirzungsregel: Ist a # 0 kein Nullteiler, gilt ax = ay = z =y

» In nullteilerfreien Ringen gilt: a | b = ar | br Vr € R\ {0}

Integritatsring: kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins

» a|aVae R\ {0}

»1|aVa€eR

» Einheitengruppe: 7 € R* < r | 1

» assoziierte Elemente: a ~ b, falls 3r € R* mit a = br

» gemeinsamer Teiler: d € Rmitd |aAd | b

» ggT: D € Rmitd | D fur alle gemeinsamen Teiler d von a und b. Alle ggT von a und b sind
zueinander assoziiert.

» teilerfremd: 1 ist ggT

> Bezout: Sei (aq,...,a,) = (d) Hauptideal, dann ist ged(aq, ...,a,) = d und es gibt r{,...,r, € R
mitd = > r.a,

i=1
» Primelement: p € R\ (R* U{0}) mitp | ab=p | a V p | b. Zwei Primelemente sind

zueinander assoziiert oder teilerfremd.
S

» Seien py, ..., D, 4y, ---, ¢; Primelemente und [] p, = f[ g;-Dannist s =t und es gibtein o € S,
i=1 i=1
mit p; ~ g,
Hauptidealring: Integritatsring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist
»a|b<(b) C (a)
albAb|la<=(a)=(b)<=a~b
» Euklid: Seien a, b teilerfremd und ab # 0. Dann gilt a | bc => a | cunda |cAb | c = ab | c
Jedes a € R\ (R* U {0}) hat eine bis auf Assoziation eindeutige Primfaktorisierung.

R/(a) ist Korper <= a ist Primelement

v

v

v



» Chinesischer Restsatz: Seien a, b € R teilerfremdn. Dann ist R/(ab) = R/(a) x R/(b) mit z +
(ab) = (z + (a),z + (b))
« Sei K Kérper, dann ist K[X]| Hauptidealring.

Moduln
« Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € L(V,V), dann ist V ein K[X]-Modul durch (f,v) — f(¢)(v)
« erzeugte Untermoduln: (4) = N U=<> rja;|seN,r;€Ra; € Apmit AC
UcCM Untermodul J=1
AcCU
M
« innere Summe: ) U; = (|J U;) =1 > u; | u; € U;, J' C J endlich
jedJ jeJ jed’
« direkte Summe: }_ u; = 0,J" C J endlich = u; = 0. Dann schreiben wir  U;
jeJ’ jed

« Faktormodul: Sei U C M Untermodul, dann ist M /U ein R-Modul durch (r,m + U) > rm + U
« Modulhomomorphismus: Gruppenhomomorphismus ¢ : M — N mit ¢(rm) = rp(m)
» Kern und Bild sind Untermoduln.
» (o ist injektiv <= Kern(p) = {0}
« Homomorphiesatz fiir Moduln: Sei ¢ : M — N Modulhomomorphismus, dann ist durch ® :
M/ Kern ¢ — N, m + Kern ¢ > ¢(m) ein injektiver Modulhomomorphismus definiert.
« Annulator: Sei a € M, dann ist Ann(a) = {r € R | ra = 0}
» Ra=~ R/ Ann(a)
« Sei U C M Untermodul, dann ist Ann U = () Ann(u) ={r € R | ru=0 VYu € U}

uelU
» Ann U ist Ideal in R
« Torsionselemente: Tor M = {a € M | Ann(a) # {0}}
» Hat R Nullteiler, existieren nichttriviale Torsionselemente.
» torsionsfreies Modul: Tor M = {0}
« Ist R Integritdtsring, so ist Tor M Untermodul von M und M/ Tor M torsionsfrei.

Freie Moduln
« lineare Unabhingigkeit

S
» endlich: mq, ..., m, € M sind linear unabhéngig, wenn » . r;m, =0=r, =0Vi=1,...,s.
i=1
Achtung: m € Tor M = m ist linear abhingig.

» unendlich: A C M ist linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhangig ist.
« Basis: S C M mit (S) = M und S linear unabhéngig. Existiert eine Basis, heifit M frei iiber S.
Nur torsionsfreie Moduln kénnen frei sein.
« Aquivalent:
» M ist frei iiber S
» Jedes m € M lasst sich eindeutig als endliche Linearkombination von Elementen aus S

schreiben.
> M = @ RS = @ R
seS seS

« Ist M endlich erzeugt und frei, ist M =~ R".
» Ist R Hauptidealring, ist n eineindeutig bestimmt und heif3t Rang von M.

« Sei M ein R-Modul, F' freier R-Modul, und ¢ : M — F ein surjektiver Modulhomomorphismus.
Dann existiert ein Homomorphismus ¢ : F' — M mit o) = idp und M = Kern ¢ & ¢(F)
» Ist U C M Untermodul und M /U frei, gibt es einen Untermodul V C M mit M =U @ V.

Moduln iiber Hauptidealringen
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