
Agla 2 Klausurzettel
Ringtheorie
• Sei 𝜑 : ℤ → ℤ Ringhomomorphismus. Dann ist 𝜑 = 0 oder 𝜑 = id.
• Ideal: Unterring 𝑈  von 𝑅 mit 𝑢𝑟 ∈ 𝑈, 𝑟𝑢 ∈ 𝑈  für alle 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑟 ∈ 𝑅
• Der Kern eines Ringhomomorphismus ist ein Ideal.
• Faktorring: Sei 𝔞 Ideal von 𝑅, dann ist 𝑅𝔞  der Faktorring von 𝑅 nach 𝔞.
• Ideale sind abgeschlossen unter Schnitt.
• Erzeugte Ideale: (𝐴) = ⋂

𝔞⊂𝑅 Ideal
𝐴⊂𝔞

𝔞 für 𝐴 ⊂ 𝑅

‣ (𝐴) besteht aus endlichen Linearkombination von Elementen von 𝑅 der Gestalt
{𝑛𝑎, 𝑟𝑎, 𝑎𝑟, 𝑟𝑎𝑠 | 𝑛 ∈ ℤ; 𝑎 ∈ 𝐴; 𝑟, 𝑠, ∈ 𝑅}

• Hauptideale werden von einem Element erzeugt
• Homomorphiesatz für Ringe: Sei 𝜑 : 𝑅 → 𝑆 Ringhomomorphismus, dann ist durch Φ :

𝑅/ Kern 𝜑 → 𝑆, 𝑟 + Kern 𝜑 ↦ 𝜑(𝑟) ein injektiver Ringhomomorphismus definiert.

Teilbarkeit
• Sei 𝑎 ∈ 𝑅 ∖ {0}, 𝑏 ∈ 𝑅. Dann 𝑎 ∣ 𝑏, wenn ∃𝑐 ∈ 𝑅 mit 𝑎𝑐 = 𝑏

‣ 𝑟 ∣ 0
‣ 𝑎 ∣ 𝑏 ∧ 𝑎 ∣ 𝑐 ⟹ 𝑎 ∣ 𝑟𝑏 + 𝑠𝑐 ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅
‣ 𝑎 ∣ 𝑏 ∧ 𝑏 ∣ 𝑐 ⟹ 𝑎 ∣ 𝑐
‣ 𝑎 ∣ 𝑏 ⟹ (𝑏) ⊂ (𝑎)

• Nullteiler: 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∖ {0} mit 𝑎𝑏 = 0
‣ Kürzungsregel: Ist 𝑎 ≠ 0 kein Nullteiler, gilt 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 ⟹ 𝑥 = 𝑦
‣ In nullteilerfreien Ringen gilt: 𝑎 ∣ 𝑏 ⟹ 𝑎𝑟 ∣ 𝑏𝑟 ∀𝑟 ∈ 𝑅 ∖ {0}

• Integritätsring: kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins
‣ 𝑎 ∣ 𝑎 ∀𝑎 ∈ 𝑅 ∖ {0}
‣ 1 ∣ 𝑎 ∀𝑎 ∈ 𝑅
‣ Einheitengruppe: 𝑟 ∈ 𝑅× ⟺ 𝑟 ∣ 1
‣ assoziierte Elemente: 𝑎 ∼ 𝑏, falls ∃𝑟 ∈ 𝑅× mit 𝑎 = 𝑏𝑟
‣ gemeinsamer Teiler: 𝑑 ∈ 𝑅 mit 𝑑 ∣ 𝑎 ∧ 𝑑 ∣ 𝑏
‣ ggT: 𝐷 ∈ 𝑅 mit 𝑑 ∣ 𝐷 für alle gemeinsamen Teiler 𝑑 von 𝑎 und 𝑏. Alle ggT von 𝑎 und 𝑏 sind

zueinander assoziiert.
‣ teilerfremd: 1 ist ggT
‣ Bezout: Sei (𝑎1, …, 𝑎𝑠) = (𝑑) Hauptideal, dann ist gcd(𝑎1, …, 𝑎𝑠) = 𝑑 und es gibt 𝑟1, …, 𝑟𝑠 ∈ 𝑅

mit 𝑑 = ∑
𝑠

𝑖=1
𝑟𝑖𝑎𝑖

‣ Primelement: 𝑝 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0}) mit 𝑝 ∣ 𝑎𝑏 ⟹ 𝑝 ∣ 𝑎 ∨ 𝑝 ∣ 𝑏. Zwei Primelemente sind
zueinander assoziiert oder teilerfremd.

‣ Seien 𝑝1, …, 𝑝𝑠, 𝑞1, …, 𝑞𝑡 Primelemente und ∏
𝑠

𝑖=1
𝑝𝑖 = ∏

𝑡

𝑖=1
𝑞𝑖. Dann ist 𝑠 = 𝑡 und es gibt ein 𝜎 ∈ 𝑆𝑠

mit 𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝜎(𝑖)
• Hauptidealring: Integritätsring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist

‣ 𝑎 ∣ 𝑏 ⟺ (𝑏) ⊂ (𝑎)
‣ 𝑎 ∣ 𝑏 ∧ 𝑏 ∣ 𝑎 ⟺ (𝑎) = (𝑏) ⟺ 𝑎 ∼ 𝑏
‣ Euklid: Seien 𝑎, 𝑏 teilerfremd und 𝑎𝑏 ≠ 0. Dann gilt 𝑎 ∣ 𝑏𝑐 ⟹ 𝑎 ∣ 𝑐 und 𝑎 ∣ 𝑐 ∧ 𝑏 ∣ 𝑐 ⟹ 𝑎𝑏 ∣ 𝑐
‣ Jedes 𝑎 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0}) hat eine bis auf Assoziation eindeutige Primfaktorisierung.
‣ 𝑅/(𝑎) ist Körper ⟺ 𝑎 ist Primelement



‣ Chinesischer Restsatz: Seien 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 teilerfremdn. Dann ist 𝑅/(𝑎𝑏) ≅ 𝑅/(𝑎) × 𝑅/(𝑏) mit 𝑥 +
(𝑎𝑏) ↦ (𝑥 + (𝑎), 𝑥 + (𝑏))

• Sei 𝐾 Körper, dann ist 𝐾[𝑋] Hauptidealring.

Moduln
• Sei 𝑉  ein 𝐾-Vektorraum und 𝜑 ∈ 𝐿(𝑉 , 𝑉 ), dann ist 𝑉  ein 𝐾[𝑋]-Modul durch (𝑓, 𝑣) ↦ 𝑓(𝜑)(𝑣)

• erzeugte Untermoduln: ⟨𝐴⟩ = ⋂
𝑈⊂𝑀 Untermodul
𝐴⊂𝑈

𝑈 = {∑
𝑠

𝑗=1
𝑟𝑗𝑎𝑗 | 𝑠 ∈ ℕ, 𝑟𝑗 ∈ 𝑅, 𝑎𝑗 ∈ 𝐴} mit 𝐴 ⊂

𝑀

• innere Summe: ∑
𝑗∈𝐽

𝑈𝑗 = ⟨ ⋃
𝑗∈𝐽

𝑈𝑗⟩ = { ∑
𝑗∈𝐽′

𝑢𝑗 | 𝑢𝑗 ∈ 𝑈𝑗, 𝐽 ′ ⊂ 𝐽 endlich}

• direkte Summe: ∑
𝑗∈𝐽′

𝑢𝑗 = 0, 𝐽 ′ ⊂ 𝐽 endlich ⟹ 𝑢𝑗 = 0. Dann schreiben wir ⨁
𝑗∈𝐽

𝑈𝑗

• Faktormodul: Sei 𝑈 ⊂ 𝑀  Untermodul, dann ist 𝑀/𝑈  ein 𝑅-Modul durch (𝑟, 𝑚 + 𝑈) ↦ 𝑟𝑚 + 𝑈
• Modulhomomorphismus: Gruppenhomomorphismus 𝜑 : 𝑀 → 𝑁  mit 𝜑(𝑟𝑚) = 𝑟𝜑(𝑚)

‣ Kern und Bild sind Untermoduln.
‣ 𝜑 ist injektiv ⟺ Kern(𝜑) = {0}

• Homomorphiesatz für Moduln: Sei 𝜑 : 𝑀 → 𝑁  Modulhomomorphismus, dann ist durch Φ :
𝑀/ Kern 𝜑 → 𝑁, 𝑚 + Kern 𝜑 ↦ 𝜑(𝑚) ein injektiver Modulhomomorphismus definiert.

• Annulator: Sei 𝑎 ∈ 𝑀 , dann ist Ann(𝑎) = {𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑎 = 0}
‣ 𝑅𝑎 ≅ 𝑅/ Ann(𝑎)

• Sei 𝑈 ⊂ 𝑀  Untermodul, dann ist Ann 𝑈 = ⋂
𝑢∈𝑈

Ann(𝑢) = {𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑢 = 0 ∀𝑢 ∈ 𝑈}

‣ Ann 𝑈  ist Ideal in 𝑅
• Torsionselemente: Tor 𝑀 = {𝑎 ∈ 𝑀 | Ann(𝑎) ≠ {0}}

‣ Hat 𝑅 Nullteiler, existieren nichttriviale Torsionselemente.
‣ torsionsfreies Modul: Tor 𝑀 = {0}

• Ist 𝑅 Integritätsring, so ist Tor 𝑀  Untermodul von 𝑀  und 𝑀/ Tor 𝑀  torsionsfrei.

Freie Moduln
• lineare Unabhängigkeit

‣ endlich: 𝑚1, …, 𝑚𝑠 ∈ 𝑀  sind linear unabhängig, wenn ∑
𝑠

𝑖=1
𝑟𝑖𝑚𝑖 = 0 ⟹ 𝑟𝑖 = 0 ∀𝑖 = 1, …, 𝑠.

Achtung: 𝑚 ∈ Tor 𝑀 ⟹ 𝑚 ist linear abhängig.
‣ unendlich: 𝐴 ⊂ 𝑀  ist linear unabhängig, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhängig ist.

• Basis: 𝑆 ⊂ 𝑀  mit ⟨𝑆⟩ = 𝑀  und 𝑆 linear unabhängig. Existiert eine Basis, heißt 𝑀  frei über 𝑆.
Nur torsionsfreie Moduln können frei sein.

• äquivalent:
‣ 𝑀  ist frei über 𝑆
‣ Jedes 𝑚 ∈ 𝑀  lässt sich eindeutig als endliche Linearkombination von Elementen aus 𝑆

schreiben.
‣ 𝑀 = ⨁

𝑠∈𝑆
𝑅𝑠 = ⨁

𝑠∈𝑆
𝑅

• Ist 𝑀  endlich erzeugt und frei, ist 𝑀 ≅ 𝑅𝑛.
‣ Ist 𝑅 Hauptidealring, ist 𝑛 eineindeutig bestimmt und heißt Rang von 𝑀 .

• Sei 𝑀  ein 𝑅-Modul, 𝐹  freier 𝑅-Modul, und 𝜑 : 𝑀 → 𝐹  ein surjektiver Modulhomomorphismus.
Dann existiert ein Homomorphismus 𝜓 : 𝐹 → 𝑀  mit 𝜑⚬𝜓 = id𝐹  und 𝑀 = Kern 𝜑 ⊕ 𝜓(𝐹)
‣ Ist 𝑈 ⊂ 𝑀  Untermodul und 𝑀/𝑈  frei, gibt es einen Untermodul 𝑉 ⊂ 𝑀  mit 𝑀 = 𝑈 ⊕ 𝑉 .

Moduln über Hauptidealringen
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