
Algebra 1

Gruppentheorie
• Index: [𝐺 : 𝐻] ≔ #{𝑔𝐻 | 𝑔 ∈ 𝐺} = #{𝐻𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺}
• Elementordnung: 𝑜(𝑔) = #⟨𝑔⟩ = min{𝑛 ∈ ℕ | 𝑔𝑛 = 1}
• Normalteiler: 𝑁 ⊴ 𝐺 falls 𝑔𝑁 = 𝑁𝑔

‣ einfache Gruppe: nur {𝑒}, 𝐺 sind Normalteiler

• Nebenklassen: 𝐺/𝐻 ≔ {𝑔𝐻 | 𝑔 ∈ 𝐺} mit 𝐻 ≤ 𝐺
‣ Falls 𝐻 ⊴ 𝐺, ist 𝐺/𝐻  eine Gruppe.

• Gruppenwirkung/-operation: 𝐺 × 𝑀 → 𝑀  mit 𝑒𝑚 = 𝑚 und 𝑔1(𝑔2𝑚) = (𝑔1𝑔2)𝑚
• Bahn/Orbit: 𝐺𝑚. 𝑀  ist die disjunkte Vereinigung seiner Bahnen: 𝑀 = ⋃

𝑣∈𝑉
𝐺𝑣

• Stabilisator: Stab(𝑚) ≔ {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑚 = 𝑚} ≤ 𝐺
‣ 𝐺𝑚 ≅ 𝐺/ Stab(𝑚)
‣ #𝐺𝑚 = [𝐺 : Stab(𝑚)]
‣ Stab(𝑎𝑚) = 𝑎 Stab(𝑚)𝑎−1

• Bahnengleichung: 𝑀 ≅ ⋃
𝑣∈𝑉

𝐺/ Stab(𝑣); falls 𝑀  endlich ist #𝑀 = ∑
𝑣∈𝑉

#𝐺𝑣

‣ Satz von Lagrange: Sei 𝐻 ≤ 𝐺, dann #𝐺 = #𝐻 ⋅ #(𝐺/𝐻)
• Homomorphiesatz: Sei 𝑓 : 𝐺 → 𝐻  Homomorphismus, dann ist ker(𝑓) ⊴ 𝐺 und 𝐺/ ker(𝑓) ≅

𝑓(𝐺)
‣ Korrespondenzsatz: Sei 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  surjektiver Homomorphismus, dann gibt es eine Bijektion 

zwischen den Untergruppen von 𝐻  und den Untergruppen von 𝐺 die ker(𝜑) enthalten, mit 

𝑈 ↦ 𝜑(𝑈) und 𝑉 ↦ 𝜑−1(𝑉 ). Es gilt 𝑈 ⊴ 𝐺 ⟺ 𝜑(𝑈) ⊴ 𝐻  und 𝐺/𝑈 ≅ 𝐻/𝜑(𝑈).
• Erster Isomorphiesatz: Sei 𝑁 ⊴ 𝐺 und 𝐻 ≤ 𝐺, dann ist 𝑁 ⊴ 𝐻𝑁 ≤ 𝐺 und 𝐻 ∩ 𝑁 ⊴ 𝐻  und es 

ist 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁) ≅ 𝐻𝑁/𝑁 .

• Zweiter Isomorphiesatz: Sei 𝑁 ⊴ 𝐻 ⊴ 𝐺 und 𝑁 ⊴ 𝐺, dann ist 𝐺/𝐻 ≅ (𝐺/𝑁)/(𝐻/𝑁).
• 𝑝-Gruppe: #𝐺 = 𝑝𝑘

• 𝑝-Sylowgruppe: Sei #𝐺 = 𝑝𝑟𝑚, 𝑝 ∤ 𝑚, dann heißt 𝐻 ≤ 𝐺 mit #𝐻 = 𝑝𝑟 eine 𝑝-Sylowgruppe.

‣ Ist 𝐺 endlich, existiert für jedes 𝑝 | #𝐺 eine 𝑝-Sylowgruppe.

‣ Ist 𝐻  eine 𝑝-(Sylow)-Gruppe, dann auch 𝑔𝐻𝑔−1.

• konjugierte Elemente: Seien 𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺, dann heißt 𝑔𝑥𝑔−1 das zu 𝑥 durch 𝑔 konjugierte Element

• konjugierte Untergruppen: Seien 𝐻, 𝐾 ≤ 𝐺, dann heißen 𝐻, 𝐾 zueinander konjugiert, wenn es 

𝑔 ∈ 𝐺 gibt mit 𝐾 = 𝑔𝐻𝑔−1.

• Konjugationsklassen von 𝑥: {𝑎𝑥𝑎−1 | 𝑎 ∈ 𝐺}
‣ Bahn von 𝑥 in der Gruppenoperation (𝑎, 𝑥) ↦ 𝑎𝑥𝑎−1

• Frobenius: Sei 𝑝𝑠 | #𝐺, dann existieren 1 + 𝑘𝑝 Untergruppen der Ordnung 𝑝𝑠, 𝑘 ∈ ℕ0.

• Cauchy: Ist 𝑝 | #𝐺, existiert ein Element mit Ordnung 𝑝.

• Sylow-Sätze: Sei #𝐺 = 𝑝𝑟𝑚, 𝑝 ∤ 𝑚.

‣ Sylow 1: Für alle 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟 hat 𝐺 eine Untergruppe der Ordnung 𝑝𝑠.

‣ Sylow 2: Ist 𝑃  eine 𝑝-Sylowgruppe und 𝐻  eine 𝑝-Untergruppe, existiert 𝑎 ∈ 𝐺 mit 𝐻 ⊆ 𝑎𝑃𝑎−1.

‣ Sylow 3: Sei 𝑛𝑝 die Anzahl der 𝑝-Sylowgruppen, dann ist 𝑛𝑝 | 𝑚 und 𝑛𝑝 ≡ 1 mod 𝑝
‣ Alle 𝑝-Sylowgruppen sind konjugiert/isomorph.

‣ Eine 𝑝-Sylowgruppe 𝑃  ist Normalteiler ⟺ 𝑃  ist die einzige 𝑝-Sylowgruppe.

‣ Wenn alle Sylowgruppen 𝑃1, …, 𝑃𝑟 von 𝐺 Normalteiler sind, ist 𝐺 = 𝑃1 ⊗ … ⊗ 𝑃𝑟
• Normalisator: Sei 𝑋 ⊆ 𝐺 (nicht notwendigerweise Untergruppe), dann ist 𝑁(𝑋) ≔ {𝑔 ∈

𝐺 | 𝑔𝑋 = 𝑋𝑔} ≤ 𝐺.

‣ Gruppenwirkung 𝐺 × 𝒫︀(𝐺) → 𝒫︀(𝐺), (𝑔, 𝑋) ↦ 𝑔𝑋𝑔−1. Dann ist Stab(𝑋) = 𝑁(𝑋).
‣ Für die Bahn Ξ ≔ {𝑔𝑋𝑔−1 | 𝑔 ∈ 𝐺} gilt #Ξ = #𝐺

#𝑁(𝑋) . Ist Ξ unendlich, ist Ξ ≅ 𝐺/𝑁(𝑋).



‣ Ist 𝑈 ≤ 𝐺, dann ist 𝑈 ⊴ 𝑁(𝑈) ≤ 𝐺 die größte Untergruppe in der 𝑈  noch Normalteiler ist.

‣ 𝑁(𝑋) ist ein Maß dafür, wie weit 𝑋 weg ist, Normalteiler zu sein.

• Zentrum: 𝑍(𝐺) ≔ {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔 ∀𝑔 ∈ 𝐺}
‣ 𝑍(𝐺) ⊴ 𝐺
‣ 𝑍(𝐺) ist die größte abelsche Untergruppe von 𝐺.

‣ Ist 𝐺 eine 𝑝-Gruppe, gilt 𝑝 | #𝑍(𝐺).
‣ 𝐺 ist abelsch ⟺ 𝐺/𝑍(𝐺) ist zyklisch

‣ 𝑍(𝐺) ist ein Maß dafür, wie weit weg 𝐺 ist, abelsch zu sein.

• Normalreihe: Kette von Untergruppen 𝐺 = 𝑈𝑟 ⊃ 𝑈𝑟−1 ⊃ … ⊃ 𝑈1 ⊃ 𝑈0 = {𝑒} mit 𝑈𝑗−1 ⊴ 𝑈𝑗
‣ Ist #𝐺 = 𝑝𝑟, dann gibt es eine Normalreihe mit #𝑈𝑗 = 𝑝𝑗, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟.

• Cayley: 𝐺 ≅ 𝐻 ≤ 𝑆(𝐺) mit 𝑔 ↦ 𝜑𝑔, 𝜑𝑔(ℎ) = 𝑔ℎ
• Struktursatz für endliche abelsche Gruppen: 𝐺 ≅ ℤ𝑝𝑙1

1
⊗ … ⊗ ℤ𝑝𝑙𝑟𝑟

 (mit nicht notwendigerweise 

verschiedenen Primzahlen 𝑝𝑖)

• Ist #𝐺 = 𝑝, ist 𝐺 ≅ ℤ𝑝.

• Ist #𝐺 = 𝑝2, ist 𝐺 ≅ ℤ𝑝2  oder 𝐺 ≅ ℤ𝑝 × ℤ𝑝.

• Ist #𝐺 = 𝑝𝑞, 𝑝 < 𝑞, hat 𝐺 genau eine 𝑞-Sylowgruppe und eine oder 𝑞 verschiedene 𝑝-

Sylowgruppen.

‣ Falls 𝑝 ∤ 𝑞 − 1 ist 𝐺 zyklisch

‣ Falls 𝑝 = 2 ist 𝐺 ≅ ℤ2𝑞 oder 𝐺 ≅ 𝐷𝑞 .

• Chinesischer Restsatz: Zu paarweise teilerfremden 𝑟1, …, 𝑟𝑛 ∈ ℕ und beliebigen 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ ℤ 

gibt es genau ein 𝑘 ∈ ℤ𝑟1⋅⋅⋅𝑟𝑛
 mit 𝑘 ≡ 𝑎𝑖 mod 𝑟𝑖 für alle 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

‣ 𝜑 : ℤ𝑟1⋅⋅⋅𝑟𝑛
→ ℤ𝑟1

× … × ℤ𝑟𝑛
, 𝑘 + 𝑟1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑛ℤ ↦ (𝑘 + 𝑟1ℤ, …, 𝑘 + 𝑟𝑛ℤ) ist ein Isomorphismus.

• Zyklus: Permutation 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 mit 𝜎(𝑎𝑘) = 𝑎𝑘+1 mod 𝑙, 𝜎(𝑥) = 𝑥 mit 𝑎1, …𝑎𝑙 ∈ {1, …, 𝑛}, 𝑥 ∉
{𝑎1, …, 𝑎𝑙}. Wir schreiben 𝜎 = (𝑎1, …, 𝑎𝑙)
‣ Transposition: Zyklus mit 𝑙 = 2
‣ Jeder Zyklus ist Produkt von Transpositionen.

‣ Jede Permutation ist Produkt von disjunkten Zyklen.

‣ Jede Permutation ist Produkt von höchstens 𝑛 − 1 Transpositionen.

‣ Für zwei elementfremde Zyklen 𝜎 = (𝐴), 𝜏 = (𝐵), 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ gilt 𝜎 ∘ 𝜏 = 𝜏 ∘ 𝜎.

‣ 𝑜((𝑎1…𝑎𝑙)) = 𝑙
‣ (𝑎1…𝑎𝑙)

−1 = (𝑎𝑙…𝑎1)
‣ (𝑎1…𝑎𝑙) = (𝑎1𝑎2)…(𝑎𝑙−1𝑎𝑙)
‣ 𝜎(𝑎1…𝑎𝑙)𝜎−1 = (𝜎(𝑎1)…𝜎(𝑎𝑙))

• sgn : 𝑆𝑛 → {±1}, sgn(𝜎) = ∏
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝜎(𝑗)−𝜎(𝑖)
𝑗−𝑖  ist ein Homomorphismus

‣ sgn(𝜏) = −1 für Transpositionen 𝜏 ∈ 𝑆𝑛

Beispiele für Gruppen

• zyklische Gruppe: 𝐺 = ⟨𝑔⟩
‣ Zyklische Gruppen sind abelsch.

‣ Zyklische Gruppen sind isomorph zu ℤ oder ℤ/𝑛ℤ.

‣ Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

‣ Für endliche zyklische Gruppen 𝐺 mit #𝐺 = 𝑛 gilt Aut 𝐺 ≅ 𝑍×
𝑛 .

‣ Für unendliche zyklische Gruppen gilt Aut 𝐺 ≅ ℤ2
• Diedergruppe: Symmetriegruppe eines regelmäßigen 𝑛-Ecks mit Drehungen 𝑔𝑖 und Spiegelung 𝑠.

‣ 𝐷𝑛 = {𝑔𝑖𝑠𝑗 | 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 0 ≤ 𝑗 ≤ 1} mit 𝑔𝑛 = 𝑒, 𝑠2 = 𝑒, 𝑠𝑔𝑠 = 𝑔−1

‣ #𝐷𝑛 = 2𝑛
‣ ⟨𝑔⟩ ≅ ℤ𝑛

• symmetrische Gruppe/Permutationsgruppe: 𝑆𝑋 = ({𝜎 : 𝑋 → 𝑋 | 𝜎 bijektiv}, ∘)



‣ #𝑆𝑛 = 𝑛!
‣ Automorphismengruppe: Aut(𝐺) ≔ {𝜑 : 𝐺 → 𝐺 | 𝜑 Automorphismus}

– innerer Automorphismus: 𝜑𝑔(ℎ) = 𝑔ℎ𝑔−1

‣ Für 𝑛 ≠ 6 ist jedes 𝜑 ∈ Aut(𝑆𝑛) ein innerer Automorphismus.

• alternierende Gruppe: 𝐴𝑛 = ker(sgn) = {𝜎 ∈ 𝑆𝑛 | sgn(𝜎) = 1} ⊴ 𝑆𝑛
‣ #𝐴𝑛 = 1

2𝑛!
‣ Jedes 𝜎 ∈ 𝐴𝑛 ist Produkt einer geraden Anzahl Transpositionen, d.h. 𝐴𝑛 = ⟨{(𝑎𝑏)(𝑐𝑑) | 1 ≤

𝑎 < 𝑏 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑐 < 𝑑 ≤ 𝑛}⟩
‣ Für 𝑛 ≥ 3 ist 𝐴𝑛 = ⟨{(𝑎𝑏𝑐) | 1 ≤ 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 ≤ 𝑛}⟩
‣ Für 𝑛 ≥ 5 ist 𝐴𝑛 einfach.

• GL𝑛 = {𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 | det 𝐴 ≠ 0}
• 𝑂𝑛 = {𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 | 𝐴𝑇 𝐴 = 𝐸}

‣ 𝑂2 = {(cos(𝜃)
sin(𝜃)

− sin(𝜃)
cos(𝜃) ) | 𝜃 ∈ (0, 2𝜋]}

• SO𝑛 = {𝐴 ∈ 𝑂𝑛 | det 𝐴 = 1}

Ringtheorie
• Einheitengruppe: 𝑅× = {𝑟 ∈ 𝑅 | ∃ 𝑟′ ∈ 𝑅 mit 𝑟𝑟′ = 𝑟′𝑟 = 1}
• Die einzigen Ringhomomorphismen ℤ → ℤ sind 0 und id.

• Ideal: Unterring 𝔞 ⊆ 𝑅 mit 𝑅𝔞 ⊆ 𝔞, 𝔞𝑅 ⊂ 𝔞
‣ Einfacher Ring: nur {0}, 𝑅 sind Ideale

‣ Jeder einfache kommutative Ring mit 1 ist ein Körper.

• Faktorring: Sei 𝔞 ⊂ 𝑅 Ideal, dann ist 𝑅/𝔞 (bzgl. +) ein Ring mit

‣ (𝑟1 + 𝔞) + (𝑟2 + 𝔞) = (𝑟1 + 𝑟2) + 𝔞
‣ (𝑟1 + 𝔞)(𝑟2 + 𝔞) = (𝑟1𝑟2) + 𝔞
‣ Hauptideal: 𝔞 = (𝑎)

• (𝐴) = {endliche Summe von Ausdrücken der Form 𝑛𝑎, 𝑟1𝑎, 𝑎𝑟2, 𝑟1𝑎𝑟2 | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑟1, 𝑟2 ∈
𝑅}
‣ Ist 𝑅 kommutativ: (𝐴) = {∑

𝑠

𝑖=1
(𝑘𝑖𝑎𝑖 + 𝑟𝑖𝑎𝑖) | 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑘𝑖 ∈ ℤ, 𝑟𝑖 ∈ 𝑅}

‣ Ist 𝑅 kommutativ mit 1: (𝐴) = {∑
𝑠

𝑖=1
𝑟𝑖𝑎𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑟𝑖 ∈ 𝑅}, und (𝑎) = 𝑅𝑎

• Produktideal: (𝔞𝔟) mit 𝔞𝔟 = {𝑎𝑏 | 𝑎 ∈ 𝔞, 𝑏 ∈ 𝔟}
• Maximales Ideal: 𝔪 ⊊ 𝑅 mit 𝔪 ⊆ 𝔞 ⊆ 𝑅 ⟹ 𝔞 = 𝑅 oder 𝔞 = 𝔪

‣ Ist 𝔪 maximales Ideal und 𝔞 ⊄ 𝔪, dann ist 𝔞 + 𝔪 = 𝑅.

‣ Ist 𝑅 kommutativ mit 1, dann ist 𝔪 maximales Ideal genau dann, wenn 𝑅/𝔪 ein Körper ist.

• Lemma von Zorn: Ist 𝑋 halbgeordnet und jede total geordnete Teilmenge von 𝑋 hat eine obere 

Schranke, dann hat 𝑋 ein maximales Element.

‣ Sei 𝑅 Ring mit 1 und 𝔞 ⊊ 𝑅 Ideal, dann existiert ein maximales Ideal 𝔪 mit 𝔞 ⊆ 𝔪.

• Homomorphiesatz: Sei 𝜑 : 𝑅 → 𝑆 Ringhomomorphismus, dann ist ker(𝜑) ein Ideal in 𝑅 und 

𝑅/ ker(𝜑) ≅ 𝑆
‣ Korrespondenzsatz: Sei 𝜑 : 𝑅 → 𝑆 surjektiver Ringhomomorphismus, dann gibt es eine 

Bijektion zwischen den Idealen von 𝑆 und den Idealen von 𝑅 die ker(𝜑) enthalten, mit 𝔞 ↦
𝜑(𝔞) und 𝔟 ↦ 𝜑−1(𝔟). Es gilt 𝑅/𝔞 ≅ 𝑆/𝜑(𝔞).

• Erster Isomorphiesatz: Sei 𝑅 Ring, 𝔞 Ideal und 𝑆 Unterring, dann ist 𝑆/(𝑆 ∩ 𝔞) ≅ (𝑆 + 𝔞)/𝔞.

• Zweiter Isomorphiesatz: Sei 𝑅 Ring, 𝔟 ⊆ 𝔞 beides Ideale, dann ist 𝑅/𝔞 ≅ (𝑅/𝔟)/(𝔞/𝔟).
• Nullteiler: 𝑎 ∈ 𝑅 mit ∃𝑏 ∈ 𝑅 ∖ {0} mit 𝑎𝑏 = 0 oder 𝑏𝑎 = 0
• Kürzungslemma: Sei 𝑎 ∈ 𝑅 kein Nullteiler, dann 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 oder 𝑏𝑎 = 𝑐𝑎 impliziert 𝑏 = 𝑐.

• Teiler: 𝑑 | 𝑎 falls 𝑎 = 𝑑𝑟 oder 𝑎 = 𝑟𝑑 für ein 𝑟 ∈ 𝑅.

‣ gemeinsamer Teiler: 𝑑 | 𝑎𝑖 für 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛



‣ größter gemeinsamer Teiler: 𝐷 = gcd(𝑎1, …, 𝑎𝑛) falls 𝐷 gemeinsamer Teiler der 𝑎𝑖 und 𝑑 | 𝐷 

für jeden gemeinsamen Teiler 𝑑 der 𝑎𝑖 gilt

‣ teilerfremde Elemente: gcd(𝑎1, …, 𝑎𝑛) = 1
• assoziierte Elemente: 𝑎 ∼ 𝑏 falls 𝑎 = 𝜀𝑏 für ein 𝜀 ∈ 𝑅×

• primes Element: 𝑝 | 𝑎𝑏 impliziert 𝑝 | 𝑎 oder 𝑝 | 𝑏
• irreduzibles Element: 𝑞 = 𝑏𝑐 impliziert 𝑏 ∈ 𝑅× oder 𝑐 ∈ 𝑅×

‣ prim ⟹ irreduzibel

• Integritätsring: kommutativer Ring ohne Nullteiler

• Hauptidealring: Integritätsring mit 1, in dem jedes Ideal Hauptideal ist

• Faktorieller Ring: Integritätsring mit 1, in dem alle 𝑟 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0}) eine im wesentlichen 

eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente hat: 𝑟 = 𝑞1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑞𝑠. Äquivalente Charakterisierungen:

‣ Jedes 𝑟 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0}) ist Produkt irreduzibler Elemente und alle irreduziblen Elemente sind 

prim.

‣ Jedes 𝑟 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0}) ist Produkt primer Elemente.

‣ Es gilt die Teilerkettenbedingung und Primbedingung:

– Jede aufsteigende Folge (𝑎1) ⊆ (𝑎2) ⊆ … von Hauptidealen wird stationär.

– Jedes irreduzible Element ist prim.

• Euklidischer Ring: kommutativer Ring mit 1 und Funktion 𝐸 : 𝑅 ∖ {0} → ℕ0. Zu 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0 

existieren 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅 mit 𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟 und 𝑟 = 0 oder 𝐸(𝑟) < 𝐸(𝑏).
‣ In euklischen Ringen terminiert der euklidische Algorithmus.

• Noetherscher Ring: kommutativer Ring mit 1, in dem jedes Ideal endlich erzeugt ist. Äquivalente 

Charakterisierungen:

‣ Jede aufsteigende Folge von Idealen wird stationär.

‣ Jede nichtleere Menge von Idealen hat ein maximales Element.

• Primideal: Sei 𝑅 kommutativer Ring, dann heißt 𝔭 Primideal, wenn 𝑎𝑏 ∈ 𝔭 ⟹ 𝑎 ∈ 𝔭 oder 𝑏 ∈ 𝔭. 

Äquivalente Charakterisierungen:

‣ 𝑎, 𝑏 ∉ 𝔭 ⟹ 𝑎𝑏 ∉ 𝔭
‣ 𝑅/𝔭 ist unter Multiplikation abgeschlossen

‣ 𝑅/𝔭 ist Integritätsring

‣ 𝜑 : 𝑅 → 𝑅/𝔭, 𝑟 ↦ 𝑟 + 𝔭 ist Ringhomomorphismus mit ker(𝜑) = 𝔭
• Sei 𝑅 Integritätsring mit 1, 𝑝 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0})

‣ 1 | 𝑎, 𝑎 | 0, 𝑎 | 𝑎
‣ 𝑅× = {𝑑 ∈ 𝑅 | 𝑑 | 1}
‣ 𝑎 | 𝑏 ⟹ 𝑎𝑐 | 𝑏𝑐
‣ 𝑎 | 𝑏𝑖 für 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 impliziert 𝑎 | ∑

𝑛

𝑖=1
𝑏𝑖

‣ 𝑎 | 𝑏 und 𝑏 | 𝑐 impliziert 𝑎 | 𝑐
‣ 𝑎 | 𝑏 ⟺ 𝑏 ∈ (𝑎) ⟺ (𝑏) ⊆ (𝑎)
‣ 𝑎 | 𝑏 und 𝑏 | 𝑎 impliziert 𝑎 ∼ 𝑏
‣ 𝑝 prim ⟺ (𝑝) ist Primideal

‣ 𝑝 irreduzibel ⟺ (𝑝) ist maximal in {𝔞 ⊂ 𝑅 | 𝔞 ≠ 𝑅}
‣ 𝑝 prim: 𝑝 | 𝑎 oder 𝑝 und 𝑎 sind teilerfremd

‣ 𝑝, 𝑞 prim: 𝑝 ∼ 𝑞 oder 𝑝 und 𝑞 teilerfremd

• Sei 𝑅 Hauptidealring:

‣ 𝑑 = gcd(𝑎1, …, 𝑎𝑛) ⟺ (𝑑) = (𝑎1, …, 𝑎𝑛)
‣ Bezout: Sei 𝑑 = gcd(𝑎1, …, 𝑎𝑛), dann existieren 𝑟1, …, 𝑟𝑛 ∈ 𝑅 mit 𝑑 = ∑

𝑛

𝑖=1
𝑟𝑖𝑎𝑖

‣ Euklidischer Hilfssatz: Seien 𝑎, 𝑏 teilerfremd, dann gilt 𝑎 | 𝑏𝑐 ⟹ 𝑎 | 𝑐 und 𝑎 | 𝑐, 𝑏 | 𝑐 ⟹ 𝑎𝑏 | 𝑐



‣ Sei 𝑎 ∈ 𝑅 ∖ (𝑅× ∪ {0}), dann existieren 𝑝1, …, 𝑝𝑟 prim mit 𝑎 = 𝑝1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑝𝑟. Diese Zerlegung ist 

bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig.

Beispiele für Ringe

• Matrizenring: 𝑅𝑛×𝑛 = {(𝑎𝑖𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛
| 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑅}

• Potenzreihenring: 𝑅[[𝑋]] = {∑
∞

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝑅}

‣ ∑
∞

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖 + ∑

∞

𝑖=0
𝑏𝑖𝑋𝑖 = ∑

∞

𝑖=0
(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)𝑋𝑖

‣ (∑
∞

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖)(∑

∞

𝑖=0
𝑏𝑖𝑋𝑖) = ∑

∞

𝑖=0
∑
𝑖

𝑗=0
𝑎𝑗𝑏𝑖−𝑗𝑋𝑖

• Polynomring: 𝑅[𝑋] = {∑
𝑛

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ ℕ0}, Unterring von 𝑅[[𝑋]]

• Polynomabbildungen: 𝒫︀(𝑅) = {𝑓 : 𝑅 → 𝑅, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) | 𝑓 ∈ 𝑅[𝑋]}
• ℤ[

√
−5] = {𝑎 +

√
5𝑏𝑖 ∈ ℂ | 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}

‣ kein faktorieller Ring: 6 = 2 ⋅ 3 = (1 +
√

5𝑖)(1 −
√

5𝑖)
• ℤ[𝑖] ist euklidischer Ring mit 𝐸(𝑧) = |𝑧|2

Polynome in einer Unbestimmten

• Ist 𝑅 kommutativer Ring mit 1, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑋], mit 𝑓, 𝑔, 𝑓𝑔 ≠ 0, dann ist deg(𝑓𝑔) ≤ deg(𝑓) +
deg(𝑔)
‣ Ist 𝑅 zusätzlich Integritätsring, gilt deg(𝑓𝑔) = deg(𝑓) + deg(𝑔)

• 𝑅 Integritätsring mit 1 ⟺ 𝑅[𝑋] Integritätsring mit 1
• Ist 𝐾 Körper, dann ist 𝐾[𝑋] euklidischer Ring mit 𝐸(𝑓) = deg(𝑓)
• Sei 𝑅 Integritätsring mit 1, dann ist 𝑅[𝑋] Hauptidealring genau dann, wenn 𝑅 Körper ist.

• Sei 𝑅 Integritätsring mit 1 und 𝑎 ∈ 𝑅 Nullstelle von 𝑓 ∈ 𝑅[𝑋], dann ist 𝑋 − 𝑎 | 𝑓 .

‣ Seien 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝑅 alle Nullstellen von 𝑓 ∈ 𝑅[𝑋], dann ist (𝑋 − 𝑎1)
𝜈1 ⋅ ⋅ ⋅ (𝑋 − 𝑎𝑛)𝜈𝑛 | 𝑓 .

• Sei 𝑅 Integritätsring mit 1 und #𝑅 = ∞, dann ist 𝑅[𝑋] ≅ 𝒫︀(𝑅)
• Sei 𝑅 Integritätsring mit 1 und 𝑎0, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝑅 paarweise verschieden und 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑋] mit 

deg(𝑓) ≤ 𝑛, deg(𝑔) ≤ 𝑛 und 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑔(𝑎𝑖) für 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, dann ist 𝑓 = 𝑔.

• Lagrange-Interpolation: Sei 𝐾 Körper und 𝑎0, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝐾 paarweise verschieden, dann existiert 

für jedes 𝑏0, …, 𝑏𝑛 ∈ 𝐾 genau ein Polynom 𝑓 ∈ 𝐾[𝑋] mit deg(𝑓) ≤ 𝑛 und 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 für 0 ≤ 𝑖 ≤
𝑛. Dann gilt 𝑓 = ∑

𝑛

𝑖=0
𝑏𝑖 ∏

𝑛

𝑗=0,𝑗≠𝑖

𝑋−𝑎𝑗
𝑎𝑖−𝑎𝑗

• Gauß: Ist 𝑅 faktorieller Ring, dann ist auch 𝑅[𝑋] faktorieller Ring.

• Inhalt: Sei 𝑓 = ∑
𝑛

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖, dann ist 𝐼(𝑓) = gcd(𝑎0, …, 𝑎𝑛)

‣ 𝑓  heißt primitiv, falls 1 ∈ 𝐼(𝑓).
• Lemma von Gauß: Sei 𝑅 faktoriell, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑋], dann gilt 𝐼(𝑓𝑔) ∼ 𝐼(𝑓)𝐼(𝑔)

‣ Ist 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑋] primitiv, dann ist auch 𝑓𝑔 primitiv.

• Sei 𝑓 ∈ 𝑅[𝑋] und 𝐾 = 𝑄(𝑅)
‣ Kleiner Gauß: Ist 𝑓 = 𝑔ℎ mit 𝑔, ℎ ∈ 𝐾[𝑋], dann existieren 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾× mit 𝑓 = 𝑐𝑔1ℎ1 und 𝑔1 =

𝑎𝑔, ℎ1 = 𝑏ℎ primitiv in 𝑅[𝑋].
‣ Ist 𝑓  irreduzibel in 𝑅[𝑋], dann ist 𝑓  irreduzibel in 𝐾[𝑋].
‣ Ist 𝑓 = 𝑔ℎ mit 𝑔 ∈ 𝐾[𝑋] und ℎ ∈ 𝑅[𝑋] primitiv, dann ist 𝑔 ∈ 𝑅[𝑋].
‣ Sei 𝑔 ∈ 𝑅[𝑋], dann gilt: 𝑓 | 𝑔 in 𝑅[𝑋] genau dann, wenn 𝐼(𝑓) | 𝐼(𝑔) in 𝑅 und 𝑓 | 𝑔 in 𝐾[𝑋].

• Sei 𝑓 = ∑
𝑛

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖 ∈ 𝑅[𝑋], 𝑛 ≥ 2.

‣ Wenn 𝑓  eine Nullstelle 𝑐𝑏 ∈ 𝐾 hat, gilt 𝑏 | 𝑎𝑛 und 𝑐 | 𝑎0.

‣ Reduktionssatz: Sei 𝜑 : 𝑅 → 𝑆 Ringhomomorphismus mit 𝜑(1𝑅) = 1𝑆 . Ist 𝜑(𝑓) ∈ 𝑆[𝑋] 
irreduzibel, dann ist 𝑓  irreduzibel.



‣ Eisenstein: Wenn es ein Primelement 𝑝 ∈ 𝑅 gibt mit 𝑝 | 𝑎𝑖 für 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑝 ∤ 𝑎𝑛 und 𝑝2 ∤
𝑎0, dann ist 𝑓  irreduzibel in 𝑅[𝑋] und 𝐾[𝑋].

• Basissatz von Hilbert: Sei 𝑅 noetherscher Ring, dann ist auch 𝑅[𝑋] noetherscher Ring.

Polynome in mehreren Unbestimmten

• Grad: Ein Monom: 𝑎𝑋𝑘1
1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑋𝑘𝑛𝑛  hat Grad 𝑘1 + … + 𝑘𝑛.

‣ Ein Polynom 𝑓 = ∑
𝑖1,…,𝑖𝑛

𝑎𝑖1,…,𝑖𝑛
𝑋𝑖1

1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑋𝑖𝑛𝑛  hat Grad max{𝑖1 + … + 𝑖𝑛 | 𝑎𝑖1,…,𝑖𝑛
≠ 0}

‣ 𝑓  heißt homogen vom Grad 𝑑, falls alle Monome von 𝑓  Grad 𝑑 haben.

• symmetrisches Polynom: 𝑆𝑛 wirke auf 𝑅[𝑋1, …, 𝑋𝑛] durch 𝜎𝑓 = 𝑓(𝑋𝜎(1), …, 𝑋𝜎(𝑛)). 𝑓  heißt 

symmetrisch, falls 𝜎𝑓 = 𝑓  für alle 𝜎 ∈ 𝑆𝑛. Die symmetrischen Polynome bilden einen Unterring 

von 𝑅[𝑋1, …, 𝑋𝑛].
• elementarsymmetrische Polynome: 𝑠𝑘 = ∑

𝑖1<…<𝑖𝑘

𝑋𝑖1
⋅ ⋅ ⋅ 𝑋𝑖𝑘

‣ ∏
𝑛

𝑗=1
(𝑌 − 𝑋𝑗) = ∑

𝑛

𝑘=0
(−1)𝑘𝑠𝑘(𝑋1, …, 𝑋𝑛)𝑌 𝑛−𝑘 ∈ 𝑅[𝑋1, …, 𝑋𝑛][𝑌 ]

• Fundamentalsatz der symmetrischen Polynome: Sei 𝑅 Integritätsring mit 1, dann ist jedes 

symmetrische Polynom in 𝑅[𝑋1, …, 𝑋𝑛] eindeutig darstellbar als Polynom in den 

elementarsymmetrischen Polynomen.

‣ 𝜑 : 𝑅[𝑋1, …, 𝑋𝑛] → 𝑅[𝑋1, …, 𝑋𝑛], 𝑓 ↦ 𝑓(𝑠1, …, 𝑠𝑛) ist ein Isomorphismus auf den 

symmetrischen Polynomen.

‣ Ist 𝑓(𝑠1, …, 𝑠𝑛) = 0, dann ist 𝑓 = 0.

Körpertheorie
• Schiefkörper: Körper mit nichtkommutativer Multiplikation

• Seien 𝐾 ⊂ 𝑀 ⊂ 𝐿 Körper. Dann heißen, 𝐿/𝑀 , 𝑀/𝐾 , 𝐿/𝐾 Körpererweiterungen und 𝑀  heißt 

Zwischenkörper.

• Primkörper: Π(𝐿) = ⋂{𝐾 | 𝐾 Teilkörper von 𝐿}
• Ist char(𝐿) = 0, dann ist Π(𝐿) ≅ ℚ. Ist char(𝐿) = 𝑝 > 0, dann ist Π(𝐿) ≅ 𝔽𝑝.

• Adjunktion: Sei 𝐿/𝐾 Körpererweiterung und 𝐴 ⊂ 𝐿, dann ist 𝐾(𝐴) =
⋂{𝑀 | 𝑀 Zwischenkörper von 𝐿/𝐾, 𝐴 ⊂ 𝑀} der kleinste Teilkörper von 𝐿, der 𝐴 enthält.

• Grad: Ist 𝐿/𝐾 Körpererweiterung, dann ist 𝐿 ein 𝐾-Vektorraum. Der Grad [𝐿 : 𝐾] von 𝐿/𝐾 ist 

die Dimension von 𝐿 als 𝐾-Vektorraum.

‣ Gradsatz: Sind 𝐿/𝑀  und 𝑀/𝐾 Körpererweiterungen, dann ist [𝐿 : 𝐾] = [𝐿 : 𝑀] ⋅ [𝑀 : 𝐾]. Ist 

(𝑣𝑖)𝑖∈𝐼  eine Basis von 𝐿/𝑀  und (𝑤𝑗)𝑗∈𝐽
 eine Basis von 𝑀/𝐾 , dann ist (𝑣𝑖𝑤𝑗)𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐽

 eine 

Basis von 𝐿/𝐾 .

‣ Ist #𝐾 < ∞ und char(𝐾) = 𝑝, dann ist #𝐾 = 𝑝[𝐾:𝔽𝑝] und 𝐾 ≅ 𝔽[𝐾:𝔽𝑝]
𝑝

‣ 𝐿/𝐾 heißt endlich, wenn [𝐿 : 𝐾] < ∞.

‣ 𝐿/𝐾 heißt einfach, wenn 𝐿 = 𝐾(𝑎) mit 𝑎 ∈ 𝐿. 𝑎 heißt primitives Element.

• Transzendente/Algebraische Elemente: 𝑎 ∈ 𝐿 heißt algebraisch, wenn es ein 𝑓 ∈ 𝐾[𝑋] ∖ {0} mit 

𝑓(𝑎) = 0 gibt. Andernfalls heißt 𝑎 transzendent.

• Minimalpolynom: Sei 𝐿/𝐾 Körpererweiterung, 𝑎 ∈ 𝐿 algebraisch, und 𝜀𝑎 : 𝐾[𝑋] → 𝐿 der 

Einsetzungshomomorphismus. Dann ist ker(𝜀𝑎) = (𝑚𝑎) da 𝐾[𝑋] Hauptidealring ist, und wenn 

𝑚𝑎 normiert ist, heißt 𝑚𝑎 Minimalpolynom von 𝑎 über 𝐾 .

‣ 𝑚𝑎 ist irreduzibel in 𝐾[𝑋].
‣ 𝐾(𝑎) ≅ 𝐾[𝑋]/(𝑚𝑎)
‣ 1, 𝑎, …, 𝑎deg(𝑚𝑎)−1 ist eine Basis von 𝐾(𝑎)/𝐾 , insbesondere ist [𝐾(𝑎) : 𝐾] = deg(𝑚𝑎).
‣ [𝐾(𝑎) : 𝐾] < ∞ ⟺ 𝑎 ist algebraisch über 𝐾

• Sei 𝐿/𝐾 Körpererweiterung und 𝑎 ∈ 𝐿 transzendent über 𝐾 . Dann ist 𝐾(𝑎) ≅ 𝐾(𝑋) mit 𝑓𝑔 ↦
𝑓(𝑎)
𝑔(𝑎)  und 1, 𝑎, 𝑎2, … sind linear unabhängig.



• Algebraische Körpererweiterung: 𝐿/𝐾 mit allen 𝑎 ∈ 𝐿 algebraisch über 𝐾
‣ [𝐿 : 𝐾] < ∞ ⟹ 𝐿/𝐾 algebraisch

‣ [𝐿 : 𝐾] < ∞ ⟺ 𝐿 = 𝐾(𝑎1, …, 𝑎𝑛) mit 𝑎𝑖 algebraisch über 𝐾
‣ 𝐿/𝐾 ist genau dann einfach algebraisch,also 𝐿 = 𝐾(𝑎), wenn 𝐿/𝐾 nur endlich viele 

Zwischenkörper hat.

‣ Ist 𝑀  Zwischenkörper von 𝐿/𝐾 , dann gilt: 𝐿/𝐾 algebraisch ⟺ 𝐿/𝑀  und 𝑀/𝐾 algebraisch.

• algebraischer Abschluss: 𝐴(𝐿/𝐾) ≔ {𝑎 ∈ 𝐿 | 𝑎 algebraisch über 𝐾} ist ein Teilkörper von 𝐿.

Beispiele für (Schief-)Körper

• Hamilton’sche Quaternionen: ℝ4 mit Basis 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘 mit 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1, 𝑖𝑗 = 𝑘, 𝑗𝑘 = 𝑖, 𝑘𝑖 = 𝑗
• Quotientenkörper: Sei 𝑅 Integritätsring, dann ist 𝑄(𝑅) = {𝑎

𝑏 | 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑅 ∖ {0}}/ ∼ mit 𝑎𝑏 ∼
𝑏
𝑐 ⟺ 𝑎𝑐 = 𝑏𝑑.

‣ ℚ ≔ 𝑄(ℤ)
‣ Körper der rationalen Funktionen: 𝑅(𝑋) = 𝑄(𝑅[𝑋])
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