
Diff 1 Klausurzettel
Relationen
• Relation: 𝜌 ⊆ 𝐴 ×𝐵
• Definitionsbereich: dom(𝜌) ≔ {𝑎 ∈ 𝐴 | ∃𝑏 ∈ 𝐵 : (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌}
• Bild: im(𝜌) ≔ {𝑏 ∈ 𝐵 | ∃𝑎 ∈ 𝐴 : (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌}
• Umkehrrelation: 𝜌−1 ≔ {(𝑏, 𝑎) ∈ 𝐵 × 𝐴 | (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌}
• Verkettung: 𝜎⚬𝜌 ≔ {(𝑎, 𝑐) ∈ 𝐴 × 𝐶 | ∃𝑏 ∈ 𝐵 : (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌 ∧ (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜎} ⊆ 𝐴 × 𝐶
• Äquivalenzrelation: reflexiv (𝑥 = 𝑥), symmetrisch (𝑥 = 𝑦⟹ 𝑦 = 𝑥), transitiv (𝑥 = 𝑦 ∧ 𝑦 = 𝑧 ⟹
𝑥 = 𝑧)

• Äquivalenzklassen: [𝑥]= ≔ {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑥 = 𝑦}
• = induziert eine Partition von 𝑋 durch die Äquivalenzklassen [𝑥]=
• Ordnungsrelation: reflexiv, antisymmetrisch (𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥⟹ 𝑥 = 𝑦), transitiv
• Totale Ordnung: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 : 𝑥 ≤ 𝑦 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥
• obere Schranke 𝑏 ∈ 𝑀  von 𝑆 ⊆ 𝑀 : ∀𝑥 ∈ 𝑆 : 𝑥 ≤ 𝑏

‣ Supremum: sup𝑆 ist die kleinste obere Schranke von 𝑆

Funktionen
• Funktion: Relation 𝑓 ⊆ 𝐴 ×𝐵 mit dom(𝑓) = 𝐴 und 𝑓(𝑥) = 𝑦1 ∧ 𝑓(𝑥) = 𝑦2⟹𝑦1 = 𝑦2
• Graph: Γ(𝑓) ≔ {(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝐴 × 𝐵 | 𝑥 ∈ 𝐴} ⊆ 𝐴×𝐵
• Urbild: 𝑓−1(𝐶) ≔ {𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑓(𝑎) ∈ 𝐶}
• injektiv: 𝑎1 ≠ 𝑎2⟹𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑎2) (kein Element wird zweimal getroffen)
• surjektiv: ∀𝑏 ∈ 𝐵∃𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑓(𝑎) = 𝑏 (jedes Element wird getroffen)
• ∃ injektive Funktion 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 ⟹ |𝑀| ≤ |𝑁|
• ∃ surjektive Funktion 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 ⟹ |𝑀| ≥ |𝑁|
• endliche Menge 𝑀 : ∃ bijektive Funktion 𝑓 : 𝑀 → {1,…, 𝑛}
• abzählbar unendliche Menge 𝑀 : ∃ injektive Funktion 𝑓 : 𝑀 → ℕ

‣ sonst überabzählbar undendlich

Reele Zahlen
• Körperaxiome (2x abelsche Gruppe (Kommutativität, Assoziativität, neutrales Element, inverse

Elemente), Distributivität)
‣ Halbgruppenaxiome: Assoziativität, neutrales Element

• Ordnungsaxiome für < (Irreflixivität, Transitivität, Vergleichbarkeit, Verträglichkeit mit Addition/
Multiplikation)

• Vollständigkeitsaxiom: Jede nichtleere nach oben beschränkte Menge hat ein Supremum
• Archimedes: ∀𝑥 ∈ ℝ∃𝑛 ∈ ℕ : 𝑛 > 𝑥
• Dreiecksungleichung: |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|

‣ |𝑥 − 𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑧 − 𝑦|

Komplexe Zahlen
• komplexe Polarform: 𝑧 = 𝑟(cos 𝜑 + 𝑖 sin𝜑)
• 𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2(cos(𝜑1 + 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 + 𝜑2))
• 𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑))
• n-ten Wurzeln: 𝑧𝑘 ≔

𝑛
√
𝑅(cos(𝜑+2𝑘𝜋𝑛 ) + 𝑖 sin(

𝜑+2𝑘𝜋
𝑛 ))

Folgen
• Konvergenz: lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝑎⟺ ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ : ∀𝑛 ≥ 𝑁 : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀

• 𝜀-Umgebung: 𝑈𝜀(𝑧0) ≔ {𝑧 ∈ ℂ : |𝑧 − 𝑧0| < 𝜀}



‣ punktierte 𝜀-Umgebung: ̇𝑈𝜀(𝑧0) = 𝑈𝜀(𝑧0) ∖ {𝑧0}
• Bestimmte Divergenz: lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = ∞⟺∀𝐶 > 0∃𝑁 ∈ ℕ : ∀𝑛 ≥ 𝑁 : 𝑎𝑛 > 𝐶

• Eigenschaften bestimmt divergenter Folgen ( lim
𝑛→∞
𝑎𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = ∞, lim𝑛→∞ 𝑑𝑛 ≠ ∞)

‣ lim
𝑛→∞
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = ∞

‣ lim
𝑛→∞
𝑐𝑎𝑛 = ±∞ für 𝑐 ≷ 0

‣ lim
𝑛→∞
𝑎𝑛𝑏𝑛 = ∞

‣ lim
𝑛→∞
𝑎𝑛𝑑𝑛 = ∞ für 𝑑𝑛 ≥ 𝑐 > 0

‣ lim
𝑛→∞

𝑑𝑛
𝑎𝑛
= 0 für 𝑎𝑛 ≠ 0

• Minorantenkriterium: Sei lim
𝑛→∞
𝑎𝑛 = ∞. Dann: 𝑐𝑛 ≥ 𝑎𝑛⟹ lim𝑛→∞ 𝑐𝑛 = ∞

• Eigenschaften konvergenter Folgen
‣ lim
𝑛→∞
𝑐𝑎𝑛 = 𝑐𝑎

‣ lim
𝑛→∞
𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛 = 𝑎 ± 𝑏

‣ lim
𝑛→∞
𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑎𝑏

‣ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛
= 𝑎𝑏  für 𝑏𝑛 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0

‣ lim
𝑛→∞
= 0⟺ lim

𝑛→∞
|𝑎𝑛| = 0

‣ lim
𝑛→∞
= 0⟹ lim

𝑛→∞
|𝑎𝑛| = |𝑎|

• Teilfolge: (𝑏𝑛) ⊆ (𝑎𝑛)⟺ ∃(𝑛𝑘) mon. wachsend : ∀𝑘 ∈ ℕ : 𝑏𝑘 = 𝑎𝑛𝑘
‣ Jede reele Folge enthält eine monotone Teilfolge

• Polizistenprinzip: lim
𝑛→∞
𝑎𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = 𝑥, 𝑎𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑛 für fast alle 𝑛 ∈ 𝑁 ⟹ lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥

• Monotone Konvergenz: Sei (𝑎𝑛) mon. wachsend. Dann ist (𝑎𝑛) konvergent ⟺ (𝑎𝑛) nach oben
beschränkt ist. lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = sup 𝑎𝑛

• Bolzano-Weierstraß: Jede beschränkte Folge enthält eine konvergente Teilfolge
• d’Alembert’sches Quotientenkriterium: Sei 𝑎𝑛 > 0 und lim

𝑛→∞
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
= 𝑞. Dann: lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 =

{
0 :𝑞∈[0,1)
∞:𝑞>1
? :𝑞=1

• Wurzelkriterium: Sei 𝑎𝑛 > 0 und lim
𝑛→∞

𝑛
√𝑎𝑛 = 𝑞. Dann: lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = {

0 :𝑞∈(0,1)
∞:𝑞>1
? :𝑞=1

• Cauchy-Folge: ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ : ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 : |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < 𝜀
‣ Cauchy-Folgen sind beschränkt

• Cauchy-Kriterium: (𝑎𝑛) konvergiert ⟺ (𝑎𝑛) Cauchy-Folge
• lim
𝑛→∞
𝑧𝑛 = lim𝑛→∞ℜ(𝑧𝑛) + 𝑖 lim𝑛→∞ ℑ(𝑧𝑛)

Topologie
• offene Menge: ∀𝑥 ∈ 𝑀∃𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥) ⊆ 𝑀

‣ abgeschlossen unter Vereinigung und endlichem Durchschnitt
• abgeschlossenen Menge: ℝ ∖𝑀  ist offen

‣ abgeschlossen unter Durchschnitt und endlicher Vereinigung
• Häufungspunkt: ∀𝜀 > 0 : ̇𝑈𝜀(𝑥0) ∩𝑀 ≠ ∅

‣ ∃(𝑥𝑛) ⊆ 𝑀 ∖ {𝑥} : lim𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝑥⟺ 𝑥 ist Häufungspunkt

Grenzwerte von Funktionen
• Grenwert: Sei 𝑓 : 𝐼 → ℝ und 𝑥0 Häufungspunkt von 𝐼 . Dann lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝐿⟺ ∀(𝑥𝑛) ⊆ 𝐼 ∖

{𝑥0}, lim𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝑥0 : lim𝑛→∞ 𝑓(𝑥𝑛) = 𝐿
‣ äquivalent: lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝐿⟺ ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : 𝑓( ̇𝑈𝛿(𝑥0)) ⊆ 𝑈𝜀(𝐿)

• Rechenregeln



‣ lim
𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) + lim

𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥)

‣ lim
𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) ⋅ lim

𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥)

‣ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑥0
𝑔(𝑥)

• Polizistenprinzip analog zu Folgen

Stetigkeit
• 𝜀𝛿-Kriterium: ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀

‣ äquivalent: ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : 𝑓(𝑈𝛿(𝑥0)) ⊆ 𝑈𝜀(𝑓(𝑥0))
• Folgenkriterium: ∀(𝑥𝑛) ⊆ 𝐼, lim𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝑥0 : lim𝑛→∞ 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0)
• Grenzwertkriterium: lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)

• Klassifikation von Unstetigkeitsstellen:
‣ hebbare Lücke: lim

𝑥→𝑥0
𝑥∈𝐼∖{𝑥0}

𝑓(𝑥) existiert

‣ 1. Art (Sprungstelle): lim
𝑥→𝑥0±
𝑓(𝑥) existeren beide

‣ 2. Art: sonst
• Sei 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → ℝ monoton. Dann ist 𝑓  bis auf abzählbar viele Sprungstellen stetig
• Stetigkeit ist abgeschlossen unter +, ⋅, /, ⚬
• Zwischenwertsatz: Sei 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig und o.B.d.A 𝑦0 ∈ [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]. Dann existiert 𝑥0 ∈
[𝑎, 𝑏] mit 𝑓(𝑥0) = 𝑦0

• Stetige Funktionen von einem Intervall bilden auf ein Intervall ab
• Das Inverse einer streng monotonen Funktion ist streng monoton
• Brouwer’scher Fixpunktsatz: Sei 𝑓 : [0, 1] → [0, 1] stetig. Dann existiert ein Fixpunkt
• Weierstraß: Sei 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig. Dann ist 𝑓  beschränkt und nimmt sein Supremum und

Infimum an
• Stetige Funktionen sind lokal beschränkt

Gleichmäßige Stetigkeit
• ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 : |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀

‣ 𝛿 darf hier nicht von 𝑥0 abhängen
• 𝑓  glm. stetig ⟺ für jede Cauchy-Folge (𝑥𝑛) ist auch (𝑓(𝑥𝑛)) Cauchy-Folge
• Heine: stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind glm. stetig
• Ring der stetigen Funktionen: 𝐶(𝑋, 𝑌 ): abelsche Gruppe mit +, Halbgruppe mit ⋅

Differenzialrechnung
• Differenzialquotient: 𝑓 ′(𝑥) = lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
𝑥−𝑥0

= lim
ℎ→0
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)
ℎ

• Diff’bare Funktionen sind stetig
• Kritischer Punkt: 𝑓 ′(𝑥0) = 0
• Zwischenwertsatz: Sei 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ diff’bar und o.B.d.A. 𝜂 ∈ [𝑓 ′(𝑎), 𝑓 ′(𝑏)]. Dann existiert 𝜉 ∈
(𝑎, 𝑏) mit 𝑓 ′(𝜉) = 𝜂

• Ableitungen bilden Intervalle in Intervalle ab
• Rolle: Sei 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig und auf (𝑎, 𝑏) diffbar und 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏). Dann existiert ein kritischer

Punkt 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) von 𝑓
• Mittelwertsatz: Sei 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig und auf (𝑎, 𝑏) diff’bar. Dann existiert 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) mit
𝑓 ′(𝑥0) =

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
𝑏−𝑎

‣ 𝑓 ′ > 0⟹ 𝑓  streng mon. wachsend
‣ 𝑓 ′ < 0⟹ 𝑓  streng mon. fallend
‣ 𝑓 ′ = 0⟹ 𝑓  konstant



• 𝑓 ′ beschränkt durch 𝐿 ≥ 0⟺ 𝑓  Lipschitz-stetig mit Konstante 𝐿
• L’Hôpital: Sei 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ und 𝑓, 𝑔 : (𝑎, 𝑏) → ℝ diff’bar und ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝑔′(𝑥) ≠ 0 und lim

𝑥→𝑏
𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→𝑏
𝑔(𝑥) = 0 ∨ lim

𝑥→𝑏
𝑔(𝑥) = ∞. Wenn lim

𝑥→𝑏
𝑓′(𝑥)
𝑔′(𝑥) = 𝑐 ∈ ℝ existiert, dann ist lim

𝑥→𝑏
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 𝑐

Lokale Extrema und Konvexität
• lokales Maximum: (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) ∈ ℝ2 ist lokales Maximum, falls ∃𝛿 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝑈𝛿(𝑥0) :
𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0)
‣ mit strikter Ungleichung striktes Maximum

• Notwendiges Kriterium: (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) lokales Extremum ⟹𝑓 ′(𝑥0) = 0
• Hinreichendes Kriterium:

‣ 𝑓 ′ ≥ 0 links von 𝑥0, 𝑓 ′ ≤ 0 rechts von 𝑥0⟹ (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) lokales Maximum
– mit strikter Ungleichung striktes Maximum

‣ 𝑓″(𝑥0) < 0⟹ (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) lokales Maximum
• 𝑓  ist konvex, wenn ∀𝜆 ∈ [0, 1] : 𝑓((1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦) ≤ (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) + 𝜆𝑓(𝑦)

‣ mit strikter Ungleichung strikte Konvexität
• 𝑓  (strikt) konvex ⟺𝑓 ′ (streng) mon. wachsend
• Wendestelle: 𝑥0 ∈ 𝐼  ist Wendestellen, wenn ∃𝜀 > 0 : 𝑓  auf (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0) konvex/konkav und auf
(𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) konkav/konvex

Satz von Taylor
• Taylorpolynom: 𝑇𝑛𝑓(𝑥) = ∑

𝑛

𝑘=0

𝑓(𝑘)(𝑎)
𝑘! (𝑥 − 𝑎)

𝑘

• Taylor’scher Satz mit Lagrange Restglied: ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝑓(𝑏) = 𝑇𝑛𝑓(𝑎) +
𝑓(𝑛+1)(𝜉)
(𝑛+1)! (𝑏 − 𝑎)

𝑛+1

• Taylor’scher Satz mit Integral-Restglied: 𝑓(𝑥) = ∑
𝑛

𝑘=0

𝑓(𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥 − 𝑥0)

𝑘 + 1𝑛! ∫
𝑥

𝑥0
𝑓 (𝑛+1)(𝑦)(𝑥 − 𝑦)𝑛𝑑𝑦

Integrale rationaler Funktionen
• Partialbruchzerlegung: Sei 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)  gegeben. Teile 𝑞(𝑥) in eine Produktdarstellung auf: 𝑞(𝑥) = 𝑐 ⋅
∏
𝑟

𝑗=1
(𝑥 − 𝑥𝑗)

𝜌𝑗 ⋅ ∏
𝑠

𝑗=1
(𝑥2 +𝐴𝑗𝑥 + 𝐵𝑗)

𝜎𝑗 . Die Partialbruchzerlegung ist nun: 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) =

∑
𝑟

𝑗=1
∑
𝜌𝑗

𝑘=1

𝑎𝑗𝑘
(𝑥−𝑥𝑗)

𝑘 + ∑
𝑠

𝑗=1
∑
𝜌𝑗

𝑘=1

𝛼𝑗𝑘𝑥+𝛽𝑗𝑘
(𝑥2+𝐴𝑗𝑥+𝐵𝑗)

𝑘 . Die 𝑎, 𝛼, 𝛽 erhält man durch Multiplizieren beider Seiten

mit 𝑞(𝑥), Eliminieren der Nenner, und dann Einsetzen von Werten für 𝑥
• ∫ 𝐴𝑥−𝑎 d𝑥 = 𝐴 log|𝑥 − 𝑎| + 𝐶
• ∫ 𝐴
(𝑥−𝑎)𝑘 d𝑥 =

𝐴
(1−𝑙)(𝑥−𝑎)𝑘−1

• ∫ 𝐵𝑥+𝐷(𝑥−𝑏)2+𝑐2 =
𝐵
2 log((𝑥 − 𝑏)

2 + 𝑐2) + 𝑏𝐵+𝐷𝑐 arctan
𝑥−𝑏
𝑐

• ∫𝑅(𝑒𝑥) d𝑥 = ∫ 1𝑡𝑅(𝑡) d𝑡
• ∫𝑅(tan(𝑥)) d𝑥 = ∫ 11+𝑡2𝑅(𝑡) d𝑡

Riemann-Integral
• Zerlegung: 𝑍 = (𝑥0,…, 𝑥𝑛), 𝑎 = 𝑥0 < … < 𝑥𝑛 = 𝑏

‣ Feinheit: 𝑑(𝑍) = max(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)
• Zwischenwertmenge: 𝑇 = (𝜉1,…, 𝜉𝑛), 𝜉𝑖+1 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖 + 1]
• Riemannsumme: 𝑆𝑓(𝑍,𝑇) ≔ ∑

𝑛−1

𝑖=0
𝑓(𝜉𝑖+1)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

• Riemann-Integral: 𝐼 = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥⟺ ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : ∀𝑍, 𝑇 : 𝑑(𝑍) < 𝛿 ⟹ |𝑆𝑓(𝑍,𝑇) − 𝐼| < 𝜀

‣ Cauchy-Integrabilitätskriterium: ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : ∀𝑍1, 𝑍2, 𝑇1, 𝑇2 : max(𝑑(𝑍1), 𝑑(𝑍2)) < 𝛿 ⟹
|𝑆𝑓(𝑍1,𝑇1) − 𝑆𝑓(𝑍2,𝑇2)| < 𝜀

• 𝑓 ≤ 𝑔 ⟹ ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 ≤ ∫

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥



• | ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 | ≤ sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑥)| (𝑏 − 𝑎)

• Einschachtelung: 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ R-integrabel ⟺∀𝜀 > 0∃𝑔, ℎ : [𝑎, 𝑏] → ℝ : 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤
ℎ(𝑥)⟹ ∫

𝑏

𝑎
(ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)) d𝑥 < 𝜀

• Mittelwertsatz: Sei 𝑓  stetig, 𝑔 ≥ 0. Dann: ∃𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑓(𝜉) ∫
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥

‣ Mit 𝑔(𝑥) = 1 : 𝑓(𝜉)(𝑏 − 𝑎) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥

• | ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 | ≤ ∫

𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)| d𝑥

• 2. Mittelwertsatz: Sei 𝑓  stetig, 𝑔 stetig und monoton. Dann: ∃𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] : ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥 =

𝑔(𝑎)∫
𝜉

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 + 𝑔(𝑏) ∫

𝑏

𝜉
𝑓(𝑥) d𝑥

Uneigentliche Integrale
• Sei 𝑓  auf [𝑎, 𝑏) R-integrabel. Das Integral ist konvergent, wenn ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 ≔ lim

𝜉→𝑏−
∫
𝜉

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥

existiert

‣ Das Integral ist absolut konvergent, wenn ∫
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)| d𝑥 konvergiert

• Cauchy-Kriterium: Das Integral ist konvergent ⟺∀𝜀 > 0∃𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏) : ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑐, 𝑏) :
| ∫
𝑥2

𝑥1
𝑓(𝑥) d𝑥 | < 𝜀

• Majoranten-/Minorantenkriterium: Sei 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥).
‣ ∫
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 konvergent ⟹∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) konvergent

‣ ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 divergent ⟹∫

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 divergent

Reihen
• ∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 ≔ lim𝑛→∞ ∑

𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘

• Notwendiges Konvergenzkriterium: ∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 konvergent ⟹ lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 0

• Integralkriterium: Sei 𝑓 : [1,∞) → ℝ stetig, mon. fallend, und 𝑓(𝑘) = 𝑎𝑘 > 0. Dann: ∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘

konvergent ⟺∫
∞

1
𝑓(𝑥) d𝑥 konvergent

• Leibnizkriterium: Sei ∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 alternierend und (|𝑎𝑘|) eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert

∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘

• Majorantenkriterium: Sei |𝑎𝑘| ≤ 𝑐𝑘 für fast alle 𝑘 und ∑
∞

𝑘=0
𝑐𝑘 konvergent. Dann ist ∑

∞

𝑘=0
𝑎𝑘 absolut

konvergent
• Wurzelkriterium: Sei 𝐿 ≔ lim sup

𝑘→∞

𝑘√|𝑎𝑘|. Falls 𝐿 < 1, ist ∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 konvergent. Falls 𝐿 > 1, ist

∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 divergent.

• Quotientenkriterium: Sei 𝐿 ≔ lim
𝑘→∞
| 𝑎𝑘+1𝑎𝑘 |. Falls 𝐿 < 1, ist ∑

∞

𝑘=1
𝑎𝑘 konvergent. Falls 𝐿 > 1, ist

∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 divergent.

• Cauchy-Produkt/Faltungsprodukt: Seien ∑
∞

𝑘=0
𝑎𝑘 = 𝑠 und ∑

∞

𝑘=0
𝑏𝑘 = 𝑡 absolut konvergent. Dann ist

∑
∞

𝑘=0
∑
𝑖+𝑗=𝑘
𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑠𝑡 absolut konvergent



• Unbedingte Konvergenz: Jede Umordnung der Glieder ist konvergent und hat den gleichen
Reihenwert
‣ Umordnungssatz: unbedingt konvergent ⟺ absolut konvergent

• Riemannscher Umordnungssatz: eine bedingt konvergente Reihe kann durch Umordnung einen
beliebigen Reihenwert erhalten oder divergieren

Funktionenfolgen und -reihen
• Punktweise Konvergenz: 𝑓𝑛 → 𝑓 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐼 : lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)
• Gleichmäßige Konvergenz 𝑓𝑛 ⇉ 𝑓 ⟺ lim𝑛→∞ sup𝑥∈𝐼

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0

‣ ⇉⟹→
‣ (𝛼𝑓𝑛 + 𝛽𝑔𝑛) ⇉ 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔
‣ (𝑓𝑛𝑔𝑛) ⇉ 𝑓𝑔

• Cauchy-Eigenschaft: 𝑓𝑛 ⇉ 𝑓 ⟺ ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ ℕ : ∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ : 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 ⟹ ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖∞ < 𝜀
• Sei (𝑓𝑛) stetig/integrierbar/diffbar, 𝑓𝑛 ⇉ 𝑓 . Dann ist 𝑓  stetig/integrierbar/diffbar. Bei Ableitung

muss 𝑓𝑛′  auch glm. konvergieren
• Weierstraß-Kriterium: Sei |𝑓𝑘(𝑥)| ≤ 𝑐𝑘 und ∑𝑐𝑘 konvergent. Dann ist ∑𝑓𝑘 glm. konvergent

Potenzreihen
• Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 𝑧0: 𝑓(𝑧) = ∑

∞

𝑘=0
𝑐𝑘(𝑧 − 𝑧0)

𝑘

• Konvergenzradius von ∑
∞

𝑘=0
𝑐𝑘(𝑧 − 𝑧0)

𝑘: 𝑅 ≔ sup{𝜌 ≥ 0 | ∑
∞

𝑘=0
𝑐𝑘𝜌𝑘 konvergiert}

‣ Hadamard-Formel: 1𝑅 = lim sup𝑛→∞
𝑛√|𝑐𝑛|

‣ Euler-Formel: 1𝑅 = lim𝑛→∞|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
|

• Taylor-Reihe: ∑
∞

𝑛=0

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)

𝑛

• Geometrische Reihe: ∑
∞

𝑛=0
𝑞𝑛 = 11−𝑞

• Binomische Reihe: ∑
∞

𝑛=0
(𝛼𝑘 )𝑥

𝑘 = (1 + 𝑥)𝛼

Random Stuff
• binomische Formel: (𝑎 + 𝑏)𝑛 = ∑𝑛𝑘=0(

𝑛
𝑘 )𝑥
𝑛−𝑘𝑦𝑘

• Sei 𝑓 : [0, 1] → [0, 1] mon. steigend. Dann existiert ein Fixpunkt
• auf ℝ: kompakt ⟺ beschränkt und abgeschlossen
• Lipschitz-Stetigkeit: ∃𝐶 ≥ 0 : ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 : |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 |𝑥 − 𝑦|
• LIATE-Regel: man sollte ableiten: Logarithmen, Inverse Trigfunktionen, Algebraische Funktionen,

Trigfunktionen, Exponentialfunktionen
• sin(𝑥) = 2 tan

𝑥
2

1+ tan2 𝑥2
• cos(𝑥) = 1− tan

2 𝑥
2

1+ tan2 𝑥2
• ∑
𝑛

𝑘=0
𝑞𝑘 = 𝑞

𝑛+1−1
𝑞−1

• ‖𝑓 − 𝑔‖∞ ≔ sup
𝑥∈𝐼
|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

Bewiesene Grenzwerte
• lim
𝑛→∞
𝑛−𝑘 = 0, 𝑘 ∈ ℕ

• lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑎 = 1, 𝑎 > 0

• lim
𝑛→∞
𝑞𝑛 = {0 : |𝑞| <1∞:𝑞>1

• ∑
∞

𝑘=1

1
𝑘 = ∞

• ∑
∞

𝑘=0
𝑞𝑘 = 11−𝑞 , |𝑞| < 1


	Diff 1 Klausurzettel
	Relationen
	Funktionen
	Reele Zahlen
	Komplexe Zahlen
	Folgen
	Topologie
	Grenzwerte von Funktionen
	Stetigkeit
	Gleichmäßige Stetigkeit
	Differenzialrechnung
	Lokale Extrema und Konvexität
	Satz von Taylor
	Integrale rationaler Funktionen
	Riemann-Integral
	Uneigentliche Integrale
	Reihen
	Funktionenfolgen und -reihen
	Potenzreihen
	Random Stuff
	Bewiesene Grenzwerte


