Diff 1 Klausurzettel

Relationen

« Relation: p C A x B

« Definitionsbereich: dom(p) :={a € A | 3b € B: (a,b) € p}

« Bild:im(p) :={b€ B| Ja € A: (a,b) € p}

« Umkehrrelation: p~1 := {(b,a) € Bx A | (a,b) € p}

« Verkettung: oop := {(a,c) € Ax C |3be B:(a,b) € pA(byc)ec} CAXC

« Aquivalenzrelation: reflexiv (x = z), symmetrisch (z = y = y = x), transitiv(z = y Ay = 2 =
T =2z)

« Aquivalenzklassen: [z]_ = {y € X | z = y}

« = induziert eine Partition von X durch die Aquivalenzklassen [z]_

+ Ordnungsrelation: reflexiv, antisymmetrisch (x < y Ay < x = = = y), transitiv

« Totale Ordnung: Ve, y e M :z <yVy<cz

« obere Schrankebe M von S C M:Vx € S:2z<b

» Supremum: sup S ist die kleinste obere Schranke von S

Funktionen
« Funktion: Relation f C A x Bmitdom(f) = Aund f(z) =y; A f(z) =y = Y1 = Yo
« Graph: I'(f) := {(z, f(z)) e AxB|z € A} C Ax B
« Urbild: f71(C):={a€ A | f(a) € C}
« injektiv: a; # ay = f(a,) # f(ay) (kein Element wird zweimal getroffen)
« surjektiv: Vb € Bda € A : f(a) = b (jedes Element wird getroffen)
« Jinjektive Funktion f : M — N = |M| < |N|
« Jsurjektive Funktion f : M — N = |M| > |N|
« endliche Menge M: 3 bijektive Funktion f : M — {1,...,n}
» abzdhlbar unendliche Menge M: 3 injektive Funktion f : M — N
» sonst Uiberabzdhlbar undendlich

Reele Zahlen

« Korperaxiome (2x abelsche Gruppe (Kommutativitat, Assoziativitit, neutrales Element, inverse
Elemente), Distributivitit)
» Halbgruppenaxiome: Assoziativitat, neutrales Element

+ Ordnungsaxiome fiir < (Irreflixivitat, Transitivitit, Vergleichbarkeit, Vertraglichkeit mit Addition/
Multiplikation)

« Vollstandigkeitsaxiom: Jede nichtleere nach oben beschriankte Menge hat ein Supremum

+ Archimedes:Vx e RIneN:n >z

« Dreiecksungleichung: |z + y| < |z| + |y|
sz =yl <o =2+ |z -y

Komplexe Zahlen

« komplexe Polarform: z = r(cos ¢ + isin p)

* 2129 = 179(C08(p1 +py) +isin(p; + py))

« 2" =71"(cos(nyp) + isin(nyp))

+ n-ten Wurzeln: z;, := {’/ﬁ(cos(%zlm) + isin(%m))

Folgen
« Konvergenz: lim a,, =a<=Ve >0INeN:Vn>N:la, —al <e

n—,oo

« e-Umgebung: U.(z;) :=={z € C: |z — 2| < ¢}



» punktierte e-Umgebung: U. (zy) = U.(20) \ {20}

« Bestimmte Divergenz: nh_}IgO a, =00 <=>VC>0INeN:Vn>N:q,>C

« Eigenschaften bestimmt divergenter Folgen (Jl_)n{)lo a, = nll_)Iglo b, = oo, nh_)rglo d, # o0)
» lim a, +b, =

n—oo
» lim ca, = +oofirc 20
Tim a,,b
im a,b, =00
g n—oo non
> lim andn—oofurd >c>0
hm g — 0 fiir a,, # 0
" n—oo %n " ?é
+ Minorantenkriterium: Sei lim a,, = co. Dann: ¢,, > a,, = lim ¢,, = o0

n—00 n—00
« Eigenschaften konvergenter Folgen

» lim ca,, =ca
n—oo

» lim a, +b, =a+b
» lim a,b, = ab
» lim 32 =% firb, #0,b6#0
» lim =0+« lim |a,| =0
n—oo n—,oo
> hm =0= lim |a,|=
n—oo

. Tellfolge (bn) C (a,) < 3(ny,) mon. wachsend : Vk € N: b, = a,,

» Jede reele Folge enthilt eine monotone Teilfolge

lal

« Polizistenprinzip: hm a, = llm b, =z,a, <z, <b, furfastallen € N = lim z, ==z
— 00 n—oo

« Monotone Konvergenz Sei ( ) mon. wachsend. Dann ist (a,,) konvergent <= (a,,) nach oben

beschrankt ist. lim a, =supa,,

n—oo
+ Bolzano-Weierstraf}: Jede beschrénkte Folge enthilt eine konvergente Teilfolge
+ d’Alembert’sches Quotientenkriterium: Sei a,, > 0 und lim a;‘“ =¢.Dann: lim a, =
n—oo n n—oo

0 :g€[0,1)

{oo:q>1

7 q=1

0 :¢€(0,1)
« Wurzelkriterium: Sei a,, > 0 und lim /a, = ¢. Dann: lim a, = {oo:q>1

n—00 n—00 ? q=1
« Cauchy-Folge: Ve > 03N e N: Vn,m > N : |a,, —a,,| <€
» Cauchy-Folgen sind beschrankt
« Cauchy-Kriterium: (a,,) konvergiert <= (a,,) Cauchy-Folge

« lim z, = lim R(z,) +3 lim J(z,)
n—oo n—oo n—oo
Topologie

« offene Menge: Vo € M3e > 0:U.(x) C M

» abgeschlossen unter Vereinigung und endlichem Durchschnitt
« abgeschlossenen Menge: R \ M ist offen

» abgeschlossen unter Durchschnitt und endlicher Vereinigung
« Haufungspunkt: Ve > 0: U_(z,) N M #

» I(z,,) C M\ A{z}: nh_>rrgo x, = x < x ist Haufungspunkt

Grenzwerte von Funktionen

« Grenwert: Sei f : I — R und 2, Hiufungspunkt von I. Dann zhﬁrgl fz)=L<<V(z,) CI\
{zo}, hm T, =Ty hm f(z,)=1L ’
+ quivalent: Jim f(z 1) = L <> Ve >036>0: £(Us(zg)) C U(L)

+ Rechenregeln



» Jim f(z) +g(z) = lim f(z)+ lim g(z)

> lim f(z)-g(z) = lim f(z)- lim g(z)

li f(z) wlirgo @ °
" en, 9@ Jm g(@)

« Polizistenprinzip analog zu Folgen

Stetigkeit

« e0-Kriterium: Ve > 030 > 0: |z — x| < 0 = |f(x) — f(zy)| < e
» aquivalent: Ve > 030 > 0 : f(Us(zy)) C U.(f(zg))

« Folgenkriterium: V(z,,) C I, 711;1& x, =T : nhnolo f(z,) = f(zg)

« Grenzwertkriterium: xllrgo f(z) = f(zy)

« Klassifikation von Unstetigkeitsstellen:
» hebbare Liicke: lim  f(z) existiert
T—T)
zel\{z,}
» 1. Art (Sprungstelle): N Bgni f(z) existeren beide
» 2. Art: sonst ’
« Sei f : (a,b) — R monoton. Dann ist f bis auf abzihlbar viele Sprungstellen stetig
« Stetigkeit ist abgeschlossen unter +, -, /, o
« Zwischenwertsatz: Sei f : [a,b] — R stetig und 0.B.d.A y, € [f(a), f(b)]. Dann existiert , €
[av b] mit f(mo) =%
« Stetige Funktionen von einem Intervall bilden auf ein Intervall ab
+ Das Inverse einer streng monotonen Funktion ist streng monoton
« Brouwer’scher Fixpunktsatz: Sei f : [0, 1] — [0, 1] stetig. Dann existiert ein Fixpunkt
« Weierstrafl: Sei f : [a, b] — R stetig. Dann ist f beschrankt und nimmt sein Supremum und
Infimum an
« Stetige Funktionen sind lokal beschrankt

Gleichmiflige Stetigkeit
e Ve>030>0:Ve,yel:|lz—y|l<d=|f(zx)— fly)| <e
» ¢ darf hier nicht von z, abhéngen
« f glm. stetig <= fir jede Cauchy-Folge (z,,) ist auch (f(z,,)) Cauchy-Folge
+ Heine: stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind glm. stetig
« Ring der stetigen Funktionen: C'(X,Y): abelsche Gruppe mit +, Halbgruppe mit -

Differenzialrechnung

« Differenzialquotient: f'(x) = Ilglzl

« Diff’bare Funktionen sind stetig ’

« Kritischer Punkt: f'(z,) =0

« Zwischenwertsatz: Sei f : [a, b] — R diff’bar und 0.B.d.A. n € [f'(a), f'(b)]. Dann existiert £ €
(a,b) mit f'(§) = n

+ Ableitungen bilden Intervalle in Intervalle ab

« Rolle: Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) diffbar und f(a) = f(b). Dann existiert ein kritischer
Punkt z, € (a,b) von f

. Mittelwerts(agz: ?e)i f i [a,b] — R stetig und auf (a, b) diff’'bar. Dann existiert z, € (a,b) mit
f/ (o) = 1oL

b—a
» f > 0= f streng mon. wachsend
» f/ < 0= f streng mon. fallend

» f/ =0 = f konstant

f(z)—f(z0)
0

T—T

_ iy fath)—f(@)
h—0 h



« f’ beschrankt durch L > 0 <= f Lipschitz-stetig mit Konstante L
. L’Hopital: Sei a,b € Rund f,g : (a,b) — R diffbar und Vz € (a,b) : ¢’(x) # 0 und hm flz) =
[ (=)

lim g(z) = 0 V lim g(z) = co. Wenn lim % = ¢ € R existiert, dann ist hm fle) c
z—b z—b z—b 9 (@) (1:)

Lokale Extrema und Konvexitit
« lokales Maximum: (z,, f(,)) € R? ist lokales Maximum, falls 3§ > 0 : Vz € I N Uy(x,) :
F(z) < f(zo)
» mit strikter Ungleichung striktes Maximum
« Notwendiges Kriterium: (z,, f(x)) lokales Extremum => f’(z,) =0
+ Hinreichendes Kriterium:
» f > 0links von z,, f* < 0 rechts von z, = (2, f(z,)) lokales Maximum
- mit strikter Ungleichung striktes Maximum
» [ (z9) < 0= (xg, f(z,)) lokales Maximum
« fist konvex, wenn VA € [0,1]: f((1 =Nz + Ay) < (1 —N)f(z) + Af(y)
» mit strikter Ungleichung strikte Konvexitét
o f (strikt) konvex <= f’ (streng) mon. wachsend
« Wendestelle: z, € I ist Wendestellen, wenn 3¢ > 0 : f auf (z, — €, z,) konvex/konkav und auf
(xg,xo + €) konkav/konvex

Satz von Taylor
« Taylorpolynom: T, f(z) = Z I k,a)( —a)*
« Taylor’scher Satz mit Lagrange Restglied: 3¢ € (a, b) fb)=T,f(a)+ fé:;:ig,f) (b—a)™*!

« Taylor’scher Satz mit Integral-Restglied: f(z) = Z %(aj — xo)k + L [ (y) (@ — y)"dy
k=0

Integrale rationaler Funktionen
« Partialbruchzerlegung: Sei Z ( ] ) gegeben. Teile ¢(z ) in eine Produktdarstellung auf: ¢(z) = ¢ -

'H1 (w — m])p’ . jl:[l (2% + Az + Bj) . Die Partialbruchzerlegung ist nun: % =

S
Z Z + > Z :JLBJ’“,Q Die a, o, B erhalt man durch Multiplizieren beider Seiten
s j) =1 k=1 (22 +A 24 B;)
mit ¢(z ) Eliminieren der Nenner, und dann Einsetzen von Werten fiir «

- [A dx—Alog|x—a|+C
f (z—a dz = 1-1) (1:—0,)’“—1

R = F )+
« [R(e*)dz = f 1R(t
« [ R( tan (z))dz = 1HzR()d

Riemann-Integral
« Zerlegung: Z = (zg,...,2,),6a =27 < ... <z, =b

» Feinheit: d(Z) = max(z,;,; — ;)
« Zwischenwertmenge: T' = (fl, &n),&iv1 € [z, + 1]

1)

+ Riemannsumme: Sz T Z FEi) (Tipn — )
« Riemann-Integral: I = ff dm S Ve>036>0:VZ,T:d(Z2) <é= |Syzr) —I| <e
a
» Cauchy-Integrabilitatskriterium: Ve > 030 > 0:VZ,, Z,, T}, T, : max(d(Z,),d(Z,)) < § =

Sp(z,.1),~ Sz | S €
f<g=[fx)dz < [g(z)d



b
!ff(w)dw | < sup |f(z)] (b—a)

z€la,b)

. Elnschachtelung f :[a,b] = R R-integrabel <= Ve > 03¢, h : [a,b] = R: g(z) < f(z) <
h(z) = f —g(z))dz <e

« Mittelwertsatz: Sei f stetig, g > 0 Dann: 3¢ € [a,b] : f(§) [g(z)dz = [ f(z)g(z)dz

> Mit g(z )=1'f )(b—a) ff
b

| [ f= dx\<f\f )| dz

. 2. Mittelwertsatz. Sei f stetig, g stetig und monoton. Dann: 3¢ € [a,b] : [ f(z)g(z)dz =

a

¢ b
a) [ f(z)dx + g(b) Eff(w) dz

Uneigentliche Integrale
b €
« Sei f auf [a, b) R-integrabel. Das Integral ist konvergent, wenn [ f(z)dz := 6lilgl [ f(z)dz

a

existiert
b

» Das Integral ist absolut konvergent, wenn [|f(z)| dz konvergiert

. Cg;lchy—Kriterium: Das Integral ist konverge;t <= Ve > 03c € [a,b) : Vz,,25 € [c,)) :
| [ flz)dz | <e

. I\j[:;bjoranten—/Minorantenkritebrium: Sei0 < f(z) < g(=).

» [ g(z) dz konvergent = [ f(z) konvergent
% ba
» [ f(z)dz divergent = [ g(z) dz divergent

Relhen
E a = lim Z aj
. Notwendlges Konvergenzkriterium: > a; konvergent = lim a, =0
k=1 n—oo oo
« Integralkriterium: Sei f : [1,00) — R stetig, mon. fallend, und f(k) = a;, > 0. Dann: > a,

oo k=1
konvergent <= [ f(z) dz konvergent

1 00
« Leibnizkriterium: Sei ) a, alternierend und (|a;|) eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert

k=1
Z ay
oo oo

. Majorantenkriterium: Sei |a;| < ¢, fiir fast alle k und Y ¢, konvergent. Dann ist » a, absolut
k=0 k=0
konvergent
« Wurzelkriterium: Sei L := lim sup {/|a,|. Falls L < 1, ist Z a;, konvergent. Falls L > 1, ist
k—o0

Z a,, divergent.

. Qyotlentenkrltenum: Sei L := klg](r)lo | ag—:l | Falls L < 1, ist é a;, konvergent. Falls L > 1, ist
Z a,, divergent.

. Cauchy Produkt/Faltungsprodukt: Seien Z a;, = sund Z b, = t absolut konvergent. Dann ist

Z Y. a;b; = st absolut konvergent
k=0 i+j=k



« Unbedingte Konvergenz: Jede Umordnung der Glieder ist konvergent und hat den gleichen
Reihenwert
» Umordnungssatz: unbedingt konvergent <= absolut konvergent

« Riemannscher Umordnungssatz: eine bedingt konvergente Reihe kann durch Umordnung einen
beliebigen Reihenwert erhalten oder divergieren

Funktionenfolgen und -reihen

« Punktweise Konvergenz: f, —» f < Vz € I: hm foiw) = ()

Gleichmafige Konvergenz f,, =X f <= lim sup| fn(m) — f(z)]=0
n—oo zel

» XI——
» (af, +Bg,) 2 af + By

> (fagn) 2 f9
Cauchy-Eigenschaft: f, X f <= Ve > 03N eN:Vn,meN:n,m > N = |f, — fol_ <e

Sei (f,,) stetig/integrierbar/diffbar, f,, = f. Dann ist f stetig/integrierbar/diffbar. Bei Ableitung
muss f,, auch glm. konvergieren
« Weierstraf3-Kriterium: Sei | fy,(,)| < ¢, und 3 ¢, konvergent. Dann ist ) _ f;, glm. konvergent

Potenzreihen
oo
« Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy: f(2) = > ¢,(z — Zo
« Konvergenzradius von Z cn(z—20)" R = sup{) 0 | Z cpp® konverglert}
k—0

» Hadamard-Formel: l = lim sup ¥/|c,|
n—00

» Euler-Formel: R = hm| —nil |
« Taylor-Reihe: Z " &0 ( 0)”
+ Geometrische %e(ihe gt = 1q
+ Binomische Reihe: ZO(%) =1+~
ne
Random Stuff
« binomische Formel: (a 4+ b)" = ZZZO(Z)x"_kyk

« Sei f:]0,1] — [0, 1] mon. steigend. Dann existiert ein Fixpunkt

+ auf R: kompakt <= beschrankt und abgeschlossen

o Lipschitz-Stetigkeit: 3C > 0: Vx,y € I : |f(z) — f(z)| < C |z — y|

« LIATE-Regel: man sollte ableiten: Logarithmen, Inverse Trigfunktionen, Algebraische Funktionen,
Trigfunktionen, Exponentialfunktionen

. 2tan
+ 8in(7) = iz
1— tan2%
* cos(x) ~ Tttan?Z
n+1_1 2

. Zq
I\f 9l = Sup!f( ) —g(z)|

Bewiesene Grenzwerte
e limn* =0keN

n—oo
o lim Ya=1,a>0
n—oo
. 0 :ql <1
n __
e lim ¢" = o0ig>1

T 00
. Z%:oo
kol
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