Diff 2 Cheat Sheet
Topologische Grundbegriffe

hmmk—a<:>khmackl—alV1<l<n

Beschrénktheit: a;, € By Vk € N
Bolzano-Weierstraf3: ]ede beschrankte Folge hat eine konvergente Teilfolge.

Holder-Ungleichung: Z 1Zrye| < llzll,llyl, mit 2 + = =1

Topologie: 7 C P(M) als Familie aller offenen Tellmengen von M

»r O MerT

» Abgeschlossen iiber endlichem Schnitt und beliebiger Vereinigung
lim a, =a<=VUE€T;:a€c UANEN:q, € UVn > N

n—oo

beschréankter Operator: | Az|, < C|z|y . Jede lineare Abbildung aus endlichdimensional
Def.bereich ist beschréankt.

Operatornorm: | Al := sup [Az] v
zeV

l=lv

Folgende Aussagen tiber lineare Operatoren sind dquivalent:

» A ist beschrankt

» A ist stetig

» Aiststetiganz =0

L(V,W) ist Banachraum unter Operatornorm, falls (W, |-||;;) ein Banachraum ist.
Banachalgebra: vollstindiger normierter K-VR mit (Matrix-) Multiplikation und ||zy| < |z| - |y|
» Ist (V, ||||V02> Banachraum, dann ist L(V, V') mit Hintereinanderausfithrung eine Banachalgebra

Sei P(z) = Y a,2" Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, dann ist P_; A(z) = > a,z"
n=

cal

n=0
absolut konvergent fur ||z| < r.

Differenzierbare Abbildungen

Differenzierbarkeit: }lbi_r% ! (m°+h)m|(m°)_m = 0. Dannistdf(z,) = L
» dquivalent: f(a + h) = f(a) + Lh + R(h) und hm H’(ZIT =0
Richtungsableitung: 9y, f(z,) = Ilfim M

Differenzierbarkeit => Differenzierbarkeit in alle Richtungen mit d f(a)h = 9, f(a) = (V f(a), h)
partielle Differenzierbarkeit: alle Richtungsableitungen nach den Basisvektoren existieren

Ist fin U > a partiell differenzierbar und alle partiellen Ableitungen in a stetig, dann ist f in a
differenzierbar.

Vf(a) =0= 0, f(a) =0vVh € R"

0, (@) < IV F(a)lo¥]hl, =1

parametrisierte/differenzierbare Kurve: v : I — R", alle ~; stetig/differenzierbar
Tangentialvektor: - y(t) := (71, (), ..., ¥, (£))

Kettenregel: 2022 () = df(v(to)) - v(to) = (V£((to)), - ¥(to))

Mittelwertsatz: EI{ €(a+tb—a)|0<t<1)sodass f(b) — f(a) =df(&)(b—a)

X heifit zusammenhingend, wenn es keine Zerlegung X = U U V gibt mit U,V # () und offen
undUNV =10

X heifit wegzusammenhéngend, falls Va,b € X3y : [0,1] — X stetig mit 7(0) = aund y(1) = b
zusammenhingend <= wegzusammenhingend

Falls V f(a) = 0 fur alle @ € U mit U zusammenhéngend und offen, dann ist f konstant

Sei f € C1(U) und K C U kompakt und konvex. Sei || f’ | = I&%(Vf(m), 1). Dann st |f(y) —
f(@)| <l lly — 2zl fir z,y € K. Damit ist f : K — C Lipschitz-stetig.

Satz von Schwarz: Ist 0,0 f in a stetig, dann ist 9,0, f(a) = 9,0, f(a)



Differential zweiter Ordnung: d® f(a) : R* x R® — C, (h, k) — 8,0, f(a), symmetrisch und
bilinear

Hesse-Matrix: H(,) = (8i(9jf(a))1gi7j£n € Mnxn(C) Es gilt d? f(a )(h, k) = hTHf(a)k

k.
Differential k-ter Ordnung: d(k)f( )(h(l) ) Z Z 8 (a) I1 hgq)
iy=1  dy=1 j=1 "

Taylorpolynom: T}, f (z, h) = Z ],d 9 flao)h

Satz von Taylor: 3¢ € [z, + h] sodass f(zg + h) = Tyu, 0 + (k+1)'d(k+1)f(§)hk+1
a lokales Extremum von f = V f(a) =0

a lokales Minimum von f => Hy,) pos. semindefinit

H ;) pos. definit und Vf(a) = 0 = a lokales Minimum

Sei f: U X [a,b] = C mit

» f(z,-) stetig fur alle x € U

» f(-,t) partiell in z; differenzierbar fiir alle ¢ € [a, b]

> 3 f stetlg
» Dann ist 5>~ f flz,t)dt = 836
Jacobl-Matrlx. Jf(a) = (ka(a))1<k<n € Mnxm(K)

Kettenregel: Jgof(a) = Jg(f(a))Jf(a)
Sei f € CY(U,W) und Z C U kompakt und konvex. Schrankensatz: | f(y) — f(z)| < |df] |y —
z| mit [df]; = Suplldf (a)| (Operatornorm)

Cauchy- Riemann’ sche Differentialgleichungen: Sei f : U — C und f(x + iy) = u(z,y) +
iv(z,y). Dann ist f in a C-differenzierbar g.d.w. (z,y) — (u(zx,y),v(z,y)) in (a;,ay) R-
differenzierbar ist und d,u(a) = d,v(a) und d,u(a) = —9,v(a)

Sei f € C*(U,R") und det f’(a) # 0. Dann gibt es offene Teilmengen a € V C U und f(a) €
W C R" sodass f : V. — W bijektiv ist und f~! differenzierbar ist. Es gilt ( ffl)/(y) =

(F ()

Homo6omorphismus: f : X — Y invertiertbar, f und f~! stetig

» Diffeomorphismus: f und f~! zusitzlich stetig differenzierbar

Satz iiber implizite Funktionen: Sei U C R™ x R™ offen und (a,b) € U und f : U — R™ stetig
differenzierbar mit f(a,b) = 0 und det Jy, ;) [n :] # 0. Dann gibt es offenen Umgebungen a €
U CR™ be U” CR™ und ein stetig differenzierbares g : U" — U” sodass f(z, g(z)) = 0.

» Berechnung der Ableitung: ¢’(a) = —(f;(a7g(a)))_1f;(a7g(a))

M heifit d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit, falls gilt: fiir alle a € M gibt es
offene Umgebungen a € U C R™, V' C R" und Diffeomorphismus ¢ : U — V sodass p(M U
U)=RInV

»  heif3t Karte von M. Eine Familie von Karten heifit Atlas von M, falls M C (| U,

M ist d-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit g.d.w. Va € M ElaléIU C R" offen
und n — d stetig differenzierbare Funktionen f; : U — R, sodass gilt:

» MNU={z€U]| fj,=01<j<n—d}

» f1(a), ..., f; _4(a) sind linear unabhéngig

Das Lebesgue-Integral
« Quader: Q = I; X ... X I,. Volumen v(Q) = H |L|
« Treppenfunktion: p = Z clg, - Integralfgo Ydx = Z c,v(Qy)

« Hillreihe von f: ¢ = Z cle mit ¢, > 0, Q,, offen, und 1f(z)] < o(z)
k=1



Inhalt: I(p) = i cx0(Qg)

k=1
L'-Halbnorm: | f||; = infI() iiber alle Hiillreihen ¢ von f.
fiir Treppenfunktionen ¢ gilt [|p(z)| dz = |¢|;
Lebesgue-Integrierbarkeit: 3(¢y), _ mit klim |f — ¢xl, = 0. Dann ist [ f(z)dz =
—00

klim [ pp(z)dz
—00
Sind f, g integrierbar und g beschrénkt, ist f - g integrierbar

Kleiner Satz von Beppo-Levi: Sei (¢, ), - monoton wachsend/fallend, sodass (wk)keN punktweise

gegen f konvergiert und | [ ¢y, dx \kiNC. Dann ist f integrierbar.

f : U — R" stetig und beschrankt mit U offen und beschrankt ist Lebesgue-integrierbar

f+ K — R” stetig mit K kompakt ist Lebesgue integrierbar

Kleiner Satz von Fubini: Sei A C R™ x R™ kompakt (offen und beschrinkt) und f : A — C stetig

und beschréankt. Sei A, = {x € R™ | (z,y) € A}. Dann ist 1{ f(z,y)d(z,y) = Rf Af f(z,y)dzdy

Yy
Lebesgue-Messbarkeit: A C R™ ist messbar, falls 1 tiber A integrierbar ist. Dann ist v(A) =

Jla@dz o
Nullmenge: N C R” mit v(N) = 0 <= 15|, = 0 <= Ve > 03Q; sodass N C |J @, und
00 k=1

> v(Q) <e

k=1

» abgeschlossen unter abzédhlbarer Vereinigung und beliebigem Schnitt

Fir f mit | f||; < coist (z € R™ | f(z) = oo) Nullmenge

zwei integrierbare Funktionen, die fast iiberall (bis auf Nullmenge) gleich sind, haben dasselbe
Integral

[ fll; =0 <= f = 0 fast tiberall

N ={fe€ LY R") | |f]; =0} ist UVR von £ (R")

LY(R™) = LH(R™)\ NV

Ly-Norm: | f + Ny = | f]

Reisz-Fischer: fiir alle L*-Cauchy-Folgen (fi) pepy iR L1(R™) gibt es f € £1(R™) sodass seq fk
L'-konvergent gegen f ist und gilt

> lim [ fywde = [ f(2)de

» es gibt Teilfolge die fast tiberall punktweise gegen f konvergiert

Beppo-Levi: Sei seq fk monoton wachsende Folge in £!(R") und f(z) = klim fi(z)> dann ist f

— 00
integrierbar g.d.w. 3C' > 0 sodass | [ fy(,)dz | < C.Dannist [ f(z)dz = klim I fr@dz
oo —00
Ausschépfung von A: seq Akmit A, C A, ,; und A= (J A4,

k=1
Sei A C R™ und seq Ak Ausschépfung und f iber jedes A, integrierbar, dann ist f tiber A
integrierbar g.d.w. 3C > 0 sodass [ |f(z)| dz < C.Dannist [ f(z)dz = klim [ f(z)d=
A A =™ A,

majorisierte Konvergenz: Sei seq f kf fast iiberall punktweise gegen f konvergent und | f,| < F fiir
ein F € £*(R™). Dann ist f integrierbar mit [ f(z)dz = klirgo I fr@ydz

Sei f: R™ x (a,b) — C mit

» f(-,t) integrierbar fir alle ¢ € (a, b)

» f(x,-) differenzierbar fir alle z € R™

» es gibt ¢ sodass | 0, f(z,t) | < p(z) fur alle t € (a,b)

Dann ist %ff(a:,t)dx = [0,f(z,t)dz

Fubini: es gibt Nullmenge N C R"™ sodass fiir alle y € R® \ N f(-,y) integrierbar ist mit F'(y) =
[ f(z,y)dz. Es gilt [ f(z,y)d(z,y) = [ F(y)dy



« SeiT : U — V ein Diffeomorphismus und f : V' — C U (c0) integrierbar, dann ist [ f(y)dy =
1%
[ F(T(@))- |det T (z)] da
U
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