Funktionalanalysis

Notationen:

» D CC : D ist prakompakt in Q (d.h. D ist kompakt und liegt in §2)

Metrik:

» d(z,y) > 0undd(z,y) =0<=z=y

> d(z,y) = d(y, x)

> d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)

dquivalente Metriken d, : 3¢,C > 0: Va,y € X : c-d(z,y) < d(z,y) < C -d(z,y)

» dquivalente Metriken induzieren die gleiche Topologie, haben die gleichen konvergenten Folgen
und die gleichen Cauchy-Folgen

Konvergenz ist eine topologische Eigenschaft: z,, — = in (X, d) gdw jede offene Umgebung U >

x fast alle Folgenglieder enthalt.

Cauchy-Folgen sind keine topologische Eigenschaft; topologisch dquivalente Metriken kénnen

unterschiedliche Cauchy-Folgen haben

Vervollstandigung metrischer Rdume: Sei (X, d) metrischer Raum. Dann existiert ein vollstandiger

metrischer Raum X, in den X isometrisch und dicht eingebettet ist. Er ist bis auf Isometrie

eindeutig bestimmt.

» Konstruktion: X = {Cauchy-Folgen in X}/ ~, wobei z,, ~ y,, gdw hm d(z,,y,) = 0.Die
Metrik auf X ist definiert durch d([z,,], [1,,]) = nILIEO d(x,,Y,)-

Fréchet-Raum: hausdorffscher, vollstandiger topologischer Vektorraum mit abz&hlbaren

Nullumgebungsbasis

Kompaktheit

» Folgenkompaktheit: Jede Folge in K hat eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert in K liegt

» Uberdeckungskompaktheit: Jede offene Uberdeckung von K hat eine endliche Teiliiberdeckung

» In metrischen Rdumen sind diese beiden Begriffe dquivalent

(X, || x) ist genau dann Banachraum, wenn jede absolut konvergente Reihe in X konvergiert.

Lebesguescher Satz von der dominierten Konvergenz: Seien f,, : 8 — R messbar und f : @ — R

messbar mit f,, — f u-fast iiberall. Sei g p-integrierbar mit | f,,| < g u-fast tiberall fur alle n.

Dannistf fndp — f fdu

Satz des Pythagoras: ||.’L° +y|? = |z|* + |y|? falls (z,y) =0

> verallgememert Sei {zy,....,x,} emze endliche orthonormale Familie. Dann gilt ||z||? =

zux )2 + ki@c )7

Parallelogrammglelchung |z +y? + |z —y]* = 2]=|* + 2[y|
» Die Parallelogrammgleichung ist genau dann erfillt, wenn die Norm von einem Skalarprodukt

induziert wird.
lv+wl* = [[v]* + 2 Re((v, w)) + |w|?
Banachscher Fixpunktsatz: Jede strikt kontraktive Abbildung 7' : X — X (also 3c € (0,1) :
d(Tz,Ty) < c¢-d(z,y)) in einem vollstindigen metrischen Raum (X, d) hat genau einen
Fixpunkt.
Quotientenraum: Sei (X, ||| x) normierter Raum und U C X ein abgeschlossener Unterraum.
Dann ist durch |z + Ul x/y = ﬁngj | — u| x eine Norm auf X /U definiert. Ist X Banachraum, so

ist auch X /U Banachraum.

Dualraum: X’ = £(X, C) mit Operatornorm | f| = sup |f(z)| ist Banachraum, falls X
lzl<1

Banachraum ist.

X Banachraum, B, (0) kompakt <= dim(X) < oo

X Banachraum, Heine-Borel gilt (kompakt <= beschrénkt und abgeschlossen) <= dim(X) < oo



Funktionenriume
« Beschrinkte Funktionen: B(S) = {f : S — Y | f beschrankt}
» mit Supremumsnorm | f| = sup\ f(z)| ist B(S) Banachraum

. stetige Funktionen: C°(S) = {f S — Y | f stetig}
» mit Supremumsnorm | f|| = sup|f(x)| ist C°(S) Banachraum

« differenzierbare Funktionen: Cmf ) ={f:Q =Y | fist m -mal stetig differenzierbar}
» mit Norm || f[ = > [0°f] @) ist C™ (Q) Banachraum fiir jedes m € N

|s| <m o
> C=(Q) = n cm( ) mit Familie von Halbnormen | [,,, = > [0° ], () 5t C ()
|s| <m
Fréchet- Raum
« holderstetige Funktionen: C™ ¢ (ﬁ) = { fe Cm( P Las f ist « -holderstetig fir |s| = m}
» mit Norm || f[ = > [0°f] 0/ > sup O N@) - N js¢ o, "(Q) Banachraum
(@ ) — lz—y|
[s] <m |s| =m x#yeN

« Cy(S)={feC(S)|Ve>03K C S kompakt mit |f(z)| < e fiir alle z € S\ K}

» auf normierten Rdumen aquivalent: Cy(S) = ¢ f € C(S) " 1H1m |f(z)] =0

» mit Supremumsnorm | f| = sup|f(x)| ist Cy(S) Banachraum
zesS

« Lp-Raume
» LP(Q, A pu) = {f Q- C ‘ f messbar, fQ]f(x)P’dp(m) < oo}

11 = (S 1f (@) P du ))
- furp =oo:|f| = inf mSggle(w)l
B(N)=0
» LP(Q, A p) = LP /N mit N = {f € L7 [ | f] = 0}
» Folgenraum: [? = LP(N, P(N), A — |A|)
» Holdersche Ungleichung: | fgll; < || fll,llgll, mit % + 1% =1
» Minkowski-Ungleichung: | f + g[, < | f], + 4],
» Youngsche Ungleichung: ab < % + Z;i, mit a,b > 0 und % + % =1
» Riesz-Fischer-Theorem: LP-Raume sind vollsténdig
» fiir p = 2 Hilbertraum mit Skalarprodukt (f, g) f flz du(z)
« separabler Raum: Ein topologischer Raum X heif3t separabel wenn es eine abziahlbare dichte
Teilmenge D C X gibt.
» Jeder normierte Raum mit abzahlbarer Basis ist separabel.

v

» Jeder Unterraum eines separablen normierten Raums ist separabel.
» Jeder separable unendliche-dimensionale Hilbertraum ist isometrisch zu [2.
» Jeder separable endliche-dimensionale Hilbertraum ist isometrisch zu C".
« Trager einer Funktion: supp(f) = {z € X | f(x) # 0}
« C" = {f € C™ | supp(f) ist kompakte Teilmenge von X}
» Topologie: TODO

« Schwartz-Raum: §(R™) = {f € C*(R") ‘ sup |z*(0° f)(z)| < oo fiir alle Multiindizes a, B}
zeR”

» mit Familie von Halbnormen | f|, 5 = sup [*(8” f)(z)| ist S(R™) Fréchet-Raum
E€Rn

« schwache Ableitungen: Sei f, g € L110C<Qf Dann heifit g schwache a-te Ableitung von f, wenn fir
alle Testfunktionen ¢ € C°(Q) gilt: fQ f(@)(0%p)(z) dz = (—1)!° fQ g(z)p(x) dz

« Sobolev-Raum: W™P(Q) = {f € L? |
f hat schwache Ableitungen bis zur Ordnung m und diese liegen in LP}
» mit Norm || f| = > ||8Sf||p ist WP () Banachraum

[s| <m



» fiir p = 2 Hilbertraum H™(Q) = W™?2(Q) mit Skalarprodukt (f,g) = Y. (9°f, 9°9),
|s| <m
« Projektionssatz: Sei M C H eine abgeschlossene Untermenge eines Hilbertraums H. Dann

existiert fiir jedes z € H genau einy € M mit |z — y| = inf |z — z|.

zE
- Im Hilbertraum gilt: lim f; = j <= lim || f;|| = | f| und fiir alle g € H gilt lim (f;, g) = (f, g)
j—oo j—oo J—00

Dualitit von Funktionenraumen
« Furl < p < oc: (L”)':Lq
. (Ll)/ = L°, aber (Loo)’ + Lt
» (co)” = I, mit ¢, der Nullfolgenraum
« Fir1 < p < oo: (W™P) = W4

Dichtheitssatze

« CX(Q)istdichtin LP(Q) fir 1 < p < oo
« S(R™) ist dicht in LP(R™) fur 1 < p < o0
« C(R") ist dicht in §(R™)

« Polynome sind dicht in C([a, b]) fira < b
«CXCcScLPCcS CcD

Lineare Operatoren

« SeiT : X — Y ein linearer Operator zwischen normierten Rdumen. Dann ist aquivalent:
» T ist stetig
» T ist stetig in einem z; € X

v

sup [Tz| < oo
lzl<1

es gibt C' > 0 mit |Tz|| < C|z| fir allex € X

v

Lineare Funktionale

« Darstellungssatz von Riesz: Sei H ein Hilbertraum. Dann existiert fiir jedes stetige, lineare
Funktional f € H' genaueiny € H mit f(z) = (x,y) furallex € H und | f|| = |y|.

« Satz von Lax-Milgram: Sei H ein Hilbertraum und a : H x H — C eine stetige Bilinearform.
Dann existiert genau ein stetiger linearer Operator A : H — H mit a(z,y) = (Az,y) fir alle

z,y € Hund |[A| < sup |a(z,y)|
|| <1,]yI<1

» Ist a zusitzlich koerziv, d.h. 3a > 0 : a(x, z) > a|z|? fiir alle x € H, so ist A invertierbar und

4] <2
« Satz von Hahn-Banach: Sei U C V linearer Unterraum, sei p : V' — R sublinear (d.h. p(z + y) <

p(x) + p(y) und p(Az) = Ap(zx) fur A > 0), und sei f : U — R lineares Funktional mit Re f(u) <

p(u) fir alle u € U. Dann existiert eine lineare Fortsetzung F' : V' — R von f mit Re F(v) < p(v)

furallev e V.

» fiir lineare Funktionale: Sei U C V linearer Unterraum und y’ € Y. Dann existiert eine lineare
Fortsetzung =’ € X’ von y’ mit |z’| = |y/|.

» Sei U C V abgeschlossener Unterraum und z, ¢ U. Dann existiert ein lineares Funktional 2’ €
X' mitz’ =0auf U, ||z’| = 1, und 2’ (z,) = dist(zy, U).

Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit
« Bairscher Kategoriensatz: Sei X # () vollstindiger metrischer Raum und X = U A, mit

abgeschlossenen Mengen A,,. Dann hat mindestens eine der Mengen A, ein n1chtleeres Inneres.



« Prinzip der gleichméfiigen Beschrénktheit: Sei X vollstdndiger metrischer Raum und Y normierter

Raum. Sei F' C £(X,Y) eine Familie stetiger linearer Operatoren. Wenn fiir jedes z € X gilt

sup|Tz| < oo, dann ist sup|T'| < oco.
TeF TeF

» punktweise Beschrianktheit = gleichméafiige Beschranktheit
» Banach-Steinhaus: Seien X, Y Banachrdume und (T;,) _ € £(X,Y) eine Folge stetiger

linearer Operatoren. Dann konvergiert 7/, genau dann punktweise, wenn folgende Bedingungen
erfillt sind:

- SupneNHTnH <0

— Es gibt eine dichte Teilmenge D C X, sodass T,z fiir alle x € D eine Cauchy-Folge ist.

« offene Abbildung: T': X — Y heifit offen, wenn T'(U) offen ist fiir jedes offene U C X.

>

>

Satz von der offenen Abbildung: Seien X, Y Banachraume und 7' : X — Y eine stetige lineare
Abbildung. Dann ist T genau dann offen, wenn 7" surjektiv ist.

Satz vom stetigen Inversen: Ist T stetige lineare Bijektion zwischen Banachriumen, so ist 7~
stetig.

« Satz vom abgeschlossenen Graphen: Seien X, Y Banachrdume und 7" : X — Y eine lineare

Abbildung. Dann ist T genau dann stetig, wenn der Graph von 1" abgeschlossen ist.

>

Hellinger-Toeplitz: Sei H ein Hilbertraum und T : H — H ein linearer Operator mit (T'z,y) =
(x,Ty) fur alle x,y € H. Dann ist T stetig.

Fouriertransformation
« Fouriertransformation: Sei f € L*(R™). (Ff)(€) = f(£) = fRn f(x)el-il&m) dz

>

v

v

Inverse Fouriertransformation: (3" -1 f) () = f(z) = (271r)” . f(&)eiém ag
-F 1= W?R mit (Rf)(z) = f(—=x)

stetig von L' (R"™) in Cy(R™)

Differentiation fir f € S(R"):

- 00 = (—i)lF (%) € SR

= (F(0° (&) = ile=f(e)

Faltungstheorem: Seien f,g € L'(R") und (f * g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy die Faltung von f
und g.

- F(fxg)=Ffi

- F(f9) = () F+ 4

« Satz von Plancherel: 7 lisst sich zu einem unitiren Operator auf L?(R™) fortsetzen, d.h. | F f|, =
I £l fiir alle f € L?(R™).

Distributionen

« Distributionen: 2'(Q) = {T': D(Q2) — C | T ist linear und stetig} mit 2D Testfunktionenraum
(z.B. C2° oder Schwartz-Raum)

>

aquivalent: 7" ist Distribution <= fiir alle offenen D CC (2 gibt es Cp, > 0 und mp € N mit

T(p)| < C’D||<p||CmD(5) fiir alle p € C>°P) mit supp(p) C D

- Kann mp, unabhingig von D gew4&hlt werden, so heift das minimale solche m die Ordnung
von 7.

Tréger einer Distribution: supp(7') = {z € Q | fiir alle offenen U C Q mit z € U gibt es ¢ €

D(U) mit T(p) # 0}

Schreibweise iiber duale Paarung: T'(¢) = (T, )

Ableitung von Distributionen: (9°T', @) = (—1)I°l(T, 8%y).

Multiplikation von Distributionen mit Funktionen: Sei T' € 2’(Q2) und f € C°°(f2). Dann ist

fT : D(2) — C definiert durch (fT, ¢) = (T, f) eine Distribution.



» Faltung von Distributionen mit Funktionen: Sei T € 2’(R") und f € C°(R™). Dannist f * T :
D(R™) — C definiert durch (f * T, @) = (T, f * o) mit f(x) = f(—=z) eine Distribution.

» Faltung zweier Distributionen: TODO

» Fouriertransformation temperierter Distributionen: Sei 7' € 8§’ (R™). Dann ist # (T') : S(R™) —
C definiert durch (F(T), ¢) = (T, F (¢)) eine temperierte Distribution.

« Wichtige Distributionen:

» Dirac-Delta: §,(¢) = ¢(x)
- TODO Ableitungen
- F()=1und F(1) = (2m)"d

» Heaviside-Funktion: H (z) = {(1) Eﬂ: i;g
- TODO Ableitungen
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