
Maß und W Klausurzettel
Allgemein
• Satz von Heine-Borel (Überdeckungssatz): Sei ℳ ⊂ ℝ𝑛, dann sind folgende Aussagen äquivalent:

‣ ℳ ist beschränkt und abegeschlossen
‣ Jede offene Überdeckung von ℳ enthält eine endliche Teilüberdeckung

Mengensysteme
• Algebra:

‣ Ω ∈ 𝒜
‣ 𝐴 ∈ 𝒜 ⟹ 𝐴𝑐 ∈ 𝒜
‣ 𝐴𝑖 ∈ 𝒜 ⟹ ∪

𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖 ∈ 𝒜 (abegeschlossen gegen endliche Vereinigungen)

• 𝜎-Algebra:
‣ Ω ∈ 𝒜
‣ 𝐴 ∈ 𝒜 ⟹ 𝐴𝑐 ∈ 𝒜
‣ 𝐴𝑖 ∈ 𝒜 ⟹ ∪

∞

𝑖=1
𝐴𝑖 ∈ 𝒜 (abegeschlossen gegen abzählbare Vereinigungen)

• Dynkin-System:
‣ Ω ∈ 𝒟
‣ 𝐴 ∈ 𝒟 ⟹ 𝐴𝑐 ∈ 𝒟
‣ 𝐴𝑖 ∈ 𝒟 und paarweise disjunkt ⟹ ∪

∞

𝑖=1
𝐴𝑖 ∈ 𝒟

• 𝑎(ℰ) ⊂ 𝜎(ℰ), 𝛿(ℰ) ⊂ 𝜎(ℰ)
• Dynkins 𝜋-𝜆-Satz:

‣ Sei 𝒟 Dynkin-System, ℰ ⊂ 𝒟, ℰ ∩-stabil. Dann ist 𝜎(𝒟) ⊂ 𝒟
‣ Sei ℰ ∩-stabil. Dann ist 𝜎(ℰ) ⊂ 𝛿(ℰ)

• Semiring:
‣ ∅ ∈ 𝒮
‣ 𝒮 ist ∩-stabil
‣ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮 ⟹ 𝐴 ∖ 𝐵 = ∪

𝑛

𝑖=1
𝐶𝑖 mit paarweise disjunkten 𝐶𝑖 ∈ 𝒮

Mengenfunktionen
• Mengenfunktion: 𝜇 : ℳ → [0, ∞]. Mögliche Eigenschaften:

‣ endlich: 𝜇(𝐴) < ∞
‣ 𝜎-endlich: Es gibt 𝐴𝑖 ↗ Ω mit 𝜇(𝐴𝑖) < ∞
‣ additiv: 𝐴𝑖 paarweise disjunkt: 𝜇(∑

𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖) = ∑

𝑛

𝑖=1
𝜇(𝐴𝑖)

‣ 𝜎-additiv: 𝐴𝑖 paarweise disjunkt: 𝜇(∑
∞

𝑖=1
𝐴𝑖) = ∑

∞

𝑖=1
𝜇(𝐴𝑖)

‣ subadditiv: 𝜇( ∪
𝑛

𝑖=1
𝐴𝑖) ≤ ∑

𝑛

𝑖=1
𝜇(𝐴𝑖)

‣ 𝜎-subadditiv: 𝜇( ∪
∞

𝑖=1
𝐴𝑖) ≤ ∑

∞

𝑖=1
𝜇(𝐴𝑖)

• Maß: 𝜇 : ℳ → [0, ∞]
‣ ℳ ist 𝜎-Algebra
‣ 𝜇(∅) = 0
‣ 𝜇 ist 𝜎-additiv

• Wmaß: Maß mit 𝜇(Ω) = 1
• Dirac-Maß: 𝛿𝜔(𝐴) = {1 wenn 𝜔∈𝐴

0 sonst
• Zählmaß: 𝜇(𝐴) = {|𝐴| wenn 𝐴 endlich

∞ wenn 𝐴 unendlich



• diskretes Wmaß: Sei 𝜔𝑖 ∈ Ω und 𝑝𝑛 ≥ 0, ∑
∞

𝑖=1
𝑝𝑛 = 1. Dann ist 𝜇(𝐴) = ∑

∞

𝑖=1
𝑝𝑖 ⋅ 𝛿𝜔𝑖

(𝐴) =

∑
𝑛 mit 𝜔𝑛∈𝐴

𝑝𝑛.

• Messraum: (Ω, ℳ) mit ℳ 𝜎-Algebra
• Maßraum (Ω, 𝒜, 𝜇): Messraum (Ω, 𝒜) mit Maß 𝜇
• Rechenregeln:

‣ 𝐵 ⊂ 𝐴 ⟹ 𝜇(𝐵) ≤ 𝜇(𝐴) (Monotonie)
‣ 𝐵 ⊂ 𝐴, 𝜇(𝐵) < ∞ ⟹ 𝜇(𝐴 ∖ 𝐵) = 𝜇(𝐴) − 𝜇(𝐵)
‣ 𝜇( ∪

∞

𝑖=1
𝐴𝑖) ≤ ∑

∞

𝑖=1
𝜇(𝐴𝑖) (𝜎-Subadditivität)

‣ 𝐴𝑛 ↗ 𝐴 ⟹ 𝜇(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐴𝑛) (Stetigkeit von oben)
‣ 𝐴𝑛 ↘ 𝐴 und 𝜇(𝐴1) < ∞ ⟹ 𝜇(𝐴) = lim

𝑛→∞
𝜇(𝐴𝑛) (Stetigkeit von unten)

• Eindeutigkeittsatz für Maße: Seien 𝜇1, 𝜇2 Maße auf (Ω, 𝒜) und ℰ ein ∩-stabiler Erzeuger. Dann ist
𝜇1 = 𝜇2, falls gilt:
‣ 𝜇1(𝐸) = 𝜇2(𝐸)∀𝐸 ∈ ℰ (für Wmaße ausreichend)
‣ 𝜇1, 𝜇2 eingeschränkt auf ℰ sind 𝜎-endlich

• äußeres Maß: 𝜇∗ : 𝒫(Ω) → [0, ∞]
‣ 𝜇∗(∅) = 0
‣ 𝐴 ⊂ 𝐵 ⟹ 𝜇∗(𝐴) ≤ 𝜇∗(𝐵) (Monotonie)
‣ 𝜇∗( ∪

∞

𝑖=1
𝐴𝑖) ≤ ∑

∞

𝑖=1
𝜇∗(𝐴𝑖) (𝜎-subadditiv)

• induziertes äußeres Maß: Sei 𝜇 : ℳ → [0, ∞] Mengenfunktion mit 𝜇(∅) = 0. Dann definiert

𝜇∗(𝐴) = inf{∑
∞

𝑖=1
𝜇(𝐶𝑖) | 𝐶𝑖 ∈ ℳ, 𝐴 ⊂ ∪

∞

𝑖=1
𝐶𝑖} ein äußeres Maß.

• Mengensystem der 𝜇∗-messbaren Mengen: 𝒜(𝜇∗) = {𝐴 ⊂ Ω | 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∖ 𝐴) =
𝜇∗(𝐸) ∀𝐸 ⊂ Ω}. Es gilt:
‣ 𝒜(𝜇∗) ist 𝜎-Algebra
‣ 𝜇∗|𝒜(𝜇∗) ist Maß

• Fortsetzungssatz von Carathéodory: Sei 𝒮 Semiring und 𝜇 : 𝒮 → [0, ∞] eine additive, 𝜎-
subadditive Mengenfunktion mit 𝜇(∅) = 0. Sei 𝜇∗ das von 𝜇 induzierte äußere Maß. Dann ist
𝜇∗(𝐴) = 𝜇(𝐴) für alle 𝐴 ∈ 𝒮 und 𝜎(𝒮) ⊂ 𝒜(𝜇∗). Somit ist 𝜇∗|𝜎(𝒮) ein Maß auf 𝜎(𝒮).

Konstruktion von Maßen auf ℬ(ℝ)
• maßdefinierende Funktion: 𝐺 : ℝ → ℝ mit:

‣ 𝑥 ≤ 𝑦 ⟹ 𝐺(𝑥) ≤ 𝐺(𝑦) (mon. wachsend)
‣ 𝑥𝑛 ↘ 𝑥 ⟹ 𝐺(𝑥𝑛) → 𝐺(𝑥) (rechtsstetig)

• Verteilungsfunktion: maßdefinierende Funktion 𝐹  mit lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥) = 0 und lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥) = 1
• Sei 𝐺 maßdefinierende Funktion, dann gibt es genau ein Maß 𝜇𝐺 auf ℬ(ℝ) mit 𝜇𝐺((𝑎, 𝑏]) =

𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎)
‣ Lebesgue-Maß: 𝐺(𝑥) = 𝑥

• Korrespondenzsatz:
‣ Ist 𝑃  ein Wmaß auf ℬ(ℝ), dann ist 𝐹(𝑥) = 𝑃((−∞, 𝑥]) die Verteilungsfunktion zu 𝑃 .
‣ Die so definierte Abbildung Ψ : {Wmaße auf ℬ(ℝ)} → {Verteilungsfunktionen auf ℝ} ist

bijektiv.
• vollständiger Maßraum (Ω, 𝒜, 𝜇): 𝑁̃ ⊂ 𝑁 ∈ 𝒜 ∧ 𝜇(𝑁) = 0 ⟹ 𝑁̃ ∈ 𝒜

‣ 𝒜 enthält alle Teilmengen von 𝜇-Nullmengen
• Vervollständigung: Sei (Ω, 𝒜, 𝜇) Maßraum. Dann definiert (Ω, 𝒜𝑣

𝜇, 𝜇𝑣) einen vollständigen
Maßraum, wobei 𝒜𝑣

𝜇 = {𝐴 ∪ 𝑁̃ | 𝐴 ∈ 𝒜, 𝑁̃ ⊂ 𝑁 ∈ 𝒜, 𝜇(𝑁) = 0} und 𝜇𝑣(𝐴 ∪ 𝑁̃) = 𝜇(𝐴).



‣ Sei (ℝ, ℬ(ℝ)𝑣
𝜆, 𝜆𝑣) die Vervollständigung von (ℝ, ℬ(ℝ), 𝜆), dann heißt ℒ(ℝ) = ℬ(ℝ)𝑣

𝜆 die 𝜎-
Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.

• Cantor-Menge: 𝐶 = ∩
∞

𝑘=1
𝐶𝑘 ∈ ℬ(ℝ)

‣ 𝐶0 = [0, 1]
‣ 𝐶𝑘: Entferne das mittlere offene Drittel jedes Intervalls des vorherigen Schritts
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