Maf} und W Klausurzettel

Allgemein

« Satz von Heine-Borel (Uberdeckungssatz): Sei M C R", dann sind folgende Aussagen dquivalent:
» M ist beschrankt und abegeschlossen
» Jede offene Uberdeckung von M enthilt eine endliche Teiliiberdeckung

Mengensysteme
+ Algebra:
» Qe A
»r Ac A= A°c A
»r A, e A= ELJI A, € A (abegeschlossen gegen endliche Vereinigungen)
« o-Algebra: ~
» Qe A
»r Ace A= A°c A
»r A, e A= -ile A, € A (abegeschlossen gegen abzahlbare Vereinigungen)
. Dynkin—Systen;:_
» Qe D
»r Ae D= A€ D
» A, € D und paarweise disjunkt = ;Lijl A, eD
ca(&) Ca(€),0(E) Cca€)
+ Dynkins m-A-Satz:
» Sei D Dynkin-System, & C D, £ N-stabil. Dann ist o(2D) C D
» Sei £ N-stabil. Dann ist 0(&) C §(&)
+ Semiring:
»0es
» & ist N-stabil
» ABeS = A\B= il:nJl C; mit paarweise disjunkten C; € §

Mengenfunktionen
« Mengenfunktion: 1 : M — [0, 0o]. Mégliche Eigenschaften:
» endlich: u(A) < oo
» o-endlich: Es gibt A, / Q mit u(4,) <
additiv: A, paarweise disjunkt: p| > A

v

=Y u
=1 =1
» o-additiv: A; paarweise disjunkt: M(Z Ai) = > u(4;)
» subadditiv: M(,Q Ai) < > u(4,;)

i=loo

» o-subadditiv: u(ifjl Ai) < Z (A,
« MaB: p : M — [0, o0] i=1

» M ist o-Algebra

> 1(0) =0

» 1 ist o-additiv
« Wmaf}: Mafl mit u(Q2) =1
« Dirac-Maf}: 6,,(A) = {1 wenn weA

0 sonst )
« ZihlmaR: H(A) _ {\A wenn A endlich

oo wenn A unendlich



« diskretes Wmaf: Seiw; € Qund p,, >0, > p, = 1. Dannist u(4) = >_p; -4, (4) =

=1
Y. DPn

n mit w, €A

« Messraum: (Q2, M) mit M o-Algebra
« Mafiraum (2, A, u): Messraum (€2, A) mit Maf}
+ Rechenregeln:
» BC A= u(B) < u(A) (Monotonie)
B C A,u(B) < 00 = (AN B) = pu(A) — u(B)
(U A, ) < Z w1(A;) (o-Subadditivitat)
A, A= u(A) nhﬁrgo w(A,,) (Stetigkeit von oben)
A, N\ Aund u(A;) <oo= pu(A) = nhj& w(A,,) (Stetigkeit von unten)
« Eindeutigkeittsatz fiir Mafle: Seien 4, u, Mafle auf (2, A) und & ein N-stabiler Erzeuger. Dann ist
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v
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[y = [4o, falls gilt:
» 1y (E) = po(E)VE € & (fir Wmafle ausreichend)
> [y, o eingeschrankt auf &€ sind o-endlich
« dufleres MaB: p* : P(Q) — [0, 00|
> p*(0) =0
» ACB=p (A) < p*(B) (Monotonie)
( U A, ) < Z w*(A;) (o-subadditiv)

. 1ndu21ertes auﬁeres MaB: Sei p : M — [0, 0] Mengenfunktion mit p(f)) = 0. Dann definiert
p(A) = inf{z w(G) | C;e M, AC EJOI C; ¢ ein dufleres Maf3.
i=1 i=

« Mengensystem der p*-messbaren Mengen: A(p*) ={ACQ | p*(ENA)+u*(E\NA) =
p*(E) VE C Q}. Es gilt:
» A(u*) ist o-Algebra
» W g ist MaB

. Fortsetzungssatz von Carathéodory: Sei § Semiring und p : § — [0, 0] eine additive, o-
subadditive Mengenfunktion mit (@) = 0. Sei u* das von p induzierte dulere Maf3. Dann ist
p*(A) = p(A) fir alle A € S und 0(S) C A(p"). Somit ist u*|,s) ein MaB auf o(S).

Konstruktion von Maflen auf B(R)
« mafidefinierende Funktion: G : R — R mit:
» x <y = G(z) < G(y) (mon. wachsend)
» z, \ & = G(z,) = G(x) (rechtsstetig)
« Verteilungsfunktion: mafidefinierende Funktion F' mit hm F(z) =0und hm F(z)=
+ Sei G mafidefinierende Funktion, dann gibt es genau e1n Maﬁ pe auf B(R) m1t ,uG(( b]) =
G(b) — G(a)
» Lebesgue-Maf}: G(z) =
« Korrespondenzsatz:
» Ist P ein Wmaf} auf B(R), dann ist F'(z) = P((—o0, z|) die Verteilungsfunktion zu P.
» Die so definierte Abbildung ¥ : {WmafBe auf B(R)} — {Verteilungsfunktionen auf R} ist
bijektiv.
« vollstandiger MaBraum (Q, A, u): NC N € AANu(N)=0= Nc A
» A enthalt alle Teilmengen von p-Nullmengen
« Vervollstindigung: Sei (2, A, 1) Mairaum. Dann definiert (Q, Ay u“) einen vollstindigen
Mafiraum, wobei A}, = {AUN|A€e A, NCN €A pN)=0}und u’(AUN) = p(A).
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» Sei (R, B(R)}, AV) die Vervollstindigung von (R, B(R), A), dann heifit £(R) = B(R)} die o-
Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.
« Cantor-Menge: C' = k?i C, € B(R)
» Gy =1[0,1]
» C): Entferne das mittlere offene Drittel jedes Intervalls des vorherigen Schritts
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