
Numerik 1
• Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |⟨𝑥, 𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝑥, 𝑥⟩ ⋅ ⟨𝑦, 𝑦⟩

Kapitel 2

Matrixnormen

• Frobenius-Norm: ‖𝐴‖𝐹 = √ ∑
𝑛

𝑗,𝑘=1
|𝑎𝑗𝑘|2

• Operator-Norm: ‖𝐴‖𝑀 = max𝑥≠0
‖𝐴𝑥‖𝑉
‖𝑥‖𝑉
= max
‖𝑥‖𝑉=1

‖𝐴𝑥‖𝑉
‣ Spaltensummen-Norm: ‖𝐴‖1 = max𝑘 ∑

𝑛

𝑗=1
|𝑎𝑗𝑘|

‣ Zeilensummen-Norm: ‖𝐴‖∞ = max𝑗 ∑
𝑛

𝑗=1
|𝑎𝑗𝑘|

‣ Spektral-Norm: ‖𝐴‖2 = √𝜌(𝐴𝑇𝐴)
• Konsistenz: ‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖ ⋅ ‖𝐵‖
• Verträglichkeit: ‖𝐴𝑥‖𝑉 ≤ ‖𝐴‖𝑀 ⋅ ‖𝑥‖𝑉
• Kondition: 𝜅(𝐴) = ‖𝐴‖ ⋅ ‖𝐴−1‖ ≥ 1
• Die Operator-Norm ist konsistent und mit der entsprechenden Vektornorm verträglich

‣ Nach Def.: ‖𝐴‖𝑀 ≥
‖𝐴𝑥‖𝑉
‖𝑥‖𝑉
⟹‖𝐴𝑥‖𝑉 ≤ ‖𝐴‖𝑀 ⋅ ‖𝑥‖𝑉

‣ ‖𝐴𝐵‖𝑀 = max𝑥≠0
‖𝐴𝐵𝑥‖𝑉
‖𝑥‖𝑉

≤ ‖𝐴‖𝑀 max𝑥≠0
‖𝐵𝑥‖𝑉
‖𝑥‖𝑉
= ‖𝐴‖𝑀 ⋅ ‖𝐵‖𝑀

• Fehler Δ𝑏 auf der rechten Seite eines LGS haben folgende Auswirkungen auf die Lösung:
‣ ‖Δ𝑥‖𝑉 ≤ ‖𝐴−1‖𝑀 ⋅ ‖Δ𝑏‖𝑉
‣ ‖Δ𝑥‖𝑉‖𝑥‖𝑉

≤ 𝜅(𝐴) ‖Δ𝑏‖𝑉‖𝐵‖𝑉

LU-Zerlegung
• Sei 𝐴 invertierbar. Dann existiert 𝑃 ∈ Π𝑛, sodass 𝑃𝐴 = 𝐿𝑈  mit 𝐿 untere bzw. 𝑈  obere

Dreiecksmatrix.
‣ 𝐴𝑥 = 𝑏⟺ 𝑃𝐴𝑥 = 𝑃𝑏⟺ 𝐿𝑈𝑥 = 𝑃𝑏
‣ 𝐿𝑦 = 𝑃𝑏, 𝑈𝑥 = 𝑦
‣ Die LU-Zerlegung ist eindeutig.

• Initialisiere 𝑝𝑖 = 𝑖, 𝐿 = 0,𝑈 = 𝐴
• Für 𝑖:

‣ Sei 𝑗 ≥ 𝑖 die Zeile mit betragsmäßig größtem Wert in Spalte 𝑖. Vertausche Zeilen 𝑢𝑖 und 𝑢𝑗,
sowie 𝑙𝑖 und 𝑙𝑗, sowie 𝑝𝑖 und 𝑝𝑗

‣ für 𝑗 > 𝑖:
– Merke 𝑙𝑗𝑖 =

𝑢𝑗𝑖
𝑎𝑖𝑖

– Addiere das −𝑢𝑗𝑖𝑢𝑖𝑖 -fache der 𝑖-ten Zeile auf die 𝑗-te Zeile, sodass 𝑢𝑗𝑖 = 0

Cholesky-Zerlegung
• Sei 𝐴 symmetrisch und positiv definit. Dann ist 𝐴 = 𝐺𝐺𝑇  mit 𝐺 untere Dreiecksmatrix.

‣ 𝐴𝑥 = 𝑏⟺ 𝐺𝐺𝑇𝑥 = 𝑏
‣ 𝐺𝑦 = 𝑏,𝐺𝑇𝑥 = 𝑦

• Berechnung trivial

Kapitel 3

Banach’scher Fixpunktsatz und Spektralradius
• 𝐹  heißt Kontraktion, wenn Lipschitz-Konstante 𝐿 < 1 existiert, sodass ‖𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥 −
𝑦‖



• Ist 𝐹  eine Kontraktion von 𝐷 → 𝐷, hat 𝐹  genau einen Fixpunkt 𝑥∗ und die Folge 𝑥(𝑗+1) =
𝐹(𝑥(𝑗)) konvergiert gegen 𝑥∗.

• 𝐴𝑥 = 𝑏⟺ 𝑥 ist Fixpunkt von 𝐹(𝑥) = 𝐵−1𝑏 + (𝐼 − 𝐵−1𝐴)𝑥
‣ 𝐹  ist Kontraktion, wenn ‖𝐼 − 𝐵−1𝐴‖ < 1
‣ Iterationsvorschrift: 𝐵𝑥(𝑗+1) = 𝑏 − (𝐴 − 𝐵)𝑥(𝑗)

• Spektralradius: 𝜌(𝐴) = max
𝜆∈𝑆(𝐴)

|𝜆|

‣ 𝜌(𝐴) = lim sup
𝑗→∞

‖𝐴𝑗‖
1
𝑗

∞
≤ ‖𝐴‖∞

‣ ∀𝜀 > 0∃𝑗0 ∈ ℕ : ‖𝐴𝑗‖
1
𝑗

∞
≤ 𝜌(𝐴) + 𝜀 für alle 𝑗 ≥ 𝑗0

‣ F(x) konvergiert ⟺ 𝜌(𝐼 − 𝐵−1𝐴) < 1

Indirekte Verfahren
• Sei 𝐴+ 𝐿+𝐷+ 𝑈 .
• Jacobi-Verfahren: 𝐵 = 𝐷

‣ konvergiert, falls 𝐴 diagonaldominant ist
• Gauß-Seidel-Verfahren: 𝐵 = 𝐿+𝐷

‣ konvergiert falls 𝐴 diagonaldominant oder symmetrisch ist
• Relaxationsverfahren: 𝐵(𝜔) = 𝐿 + 1𝜔𝐷, 𝜔 ∈ (0, 2)
• CG-Verfahren: Sei 𝐴 symmetrisch und positiv definit.

‣ Idee: Sei 𝐹(𝑥) = 12(𝐴𝑥 − 𝑏)
𝑇𝐴−1(𝐴𝑥 − 𝑏). Da 𝐴−1 auch positiv definit ist, ist 𝐹(𝑥) ≥ 0 mit

𝐹(𝑥) = 0⟺ 𝐴𝑥 = 𝑏. Wir suchen globales Minimum von 𝐹 .
‣ Sei 𝑓(𝑡) = 𝐹(𝑥 + 𝑡𝑦). 𝑓  ist bei 𝑡 = 𝑦

𝑇 (𝑏−𝐴𝑥)
𝑦𝑇𝐴𝑦  minimal. Also Iterationsvorschrift: 𝑥(𝑗+1) = 𝑥(𝑗) +

𝑟𝑇𝑗 𝑦
𝑦𝑇𝐴𝑦𝑦.

‣ 𝑟𝑗 ist orthogonal zu span(𝑦1,…, 𝑦𝑗).
‣ Der Vektor 𝑦𝑗+1 = 𝑟𝑗 −

𝑦𝑇𝑗 𝐴𝑟𝑗
𝑦𝑇𝑗 𝐴𝑦𝑗

𝑦𝑗 ist A-konjugiert zu allen 𝑦𝑘, 𝑘 ≤ 𝑗. Damit ist nach 𝑛 Schritten
span(𝑦1,…, 𝑦𝑛) = ℝ𝑛.

‣ Konvergenz nach 𝑛 Schritten zur exakten Lösung

Kapitel 4

Normalengleichung
• lineares Ausgleichsproblem: argmin

𝑥∈ℝ
‖𝑏 − 𝐴𝑥‖2

‣ Gauß’sche Normalengleichung gibt Lösung: 𝐴𝑇𝐴𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏 (aber numerisch instabil, da
𝜅2(𝐴𝑇𝐴) = 𝜅2(𝐴)2)

QR-Zerlegung
• Sei 𝑄 orthogonal. Dann gilt ‖𝑄𝐴‖2 = ‖𝐴‖2 sowie ‖𝑄𝐴‖𝐹 = ‖𝐴‖𝐹 .
• Householder-Matrix: 𝐻 = 𝐼 − 2𝑢𝑢𝑇  mit ‖𝑢‖2 = 1 (Spiegelung an span(𝑢)⟂), symmetrisch und

orthogonal
• Ziel: Bestimme 𝐻 , sodass 𝐻𝑎 = 𝑐𝑒1. Lösung: 𝐻 = 𝐼 − 2

‖𝑣‖22
𝑣𝑣𝑇  mit 𝑣 = 𝑎 + sgn(𝑎1)‖𝐴‖2𝑒1

• Für 𝑖:
‣ Berechne 𝐻𝑖, das das Problem mit 𝑎1 löst
‣ Setze 𝐴 = (𝐻𝑖𝐴)[1 :][1 :]

• 𝑅 = 𝐻𝑛−1 ⋅ … ⋅ 𝐻1𝐴,𝑄 = 𝐻𝑇1 ⋅ … ⋅ 𝐻𝑇𝑛−1
• Lösung des Ausgleichsproblem: min ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2 = min ‖𝑄𝑅𝑥 − 𝑏‖2 = min ‖𝑄𝑇 (𝑄𝑅𝑥 − 𝑏)‖2 =
min ‖𝑅𝑥 −𝑄𝑇 𝑏‖

2
, löse alo 𝑅𝑥 = 𝑄𝑇 𝑏



Singulärwertzerlegung
• 𝐴 = 𝑈Σ𝑉 𝑇 , mit 𝑣𝑖 die orthonormale Eigenvektorbasis von 𝐴𝑇𝐴, 𝜎𝑖𝑖 = √𝜆𝑖 die entsprechenden

Eigenwerte absteigend sortiert, 𝑢𝑖 = 1
𝜎𝑖
𝐴𝑣𝑖 ONB von img(𝐴), ergänzt zu ONB von ℝ𝑚.

‣ 𝐴 = ∑
𝑝

𝑖=1
𝜎𝑖𝑢𝑖𝑣𝑇𝑖

• Moore-Penrose Pseudoinverse: 𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇  mit Σ+ = 1Σ
‣ 𝐴+ = ∑

𝑝

𝑖=1

1
𝜎𝑖
𝑣𝑖𝑢𝑇𝑖

‣ 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴,𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+, (𝐴𝐴+) = 𝐴𝐴+, (𝐴+𝐴)𝑇 = 𝐴+𝐴
‣ 𝐴+𝑏 löst das Ausgleichsproblem
‣ 𝐴𝐴+ ist die orthogonale Projektion auf img(𝐴)
‣ 𝐴+𝐴 ist die orthogonale Projektion auf ker⟂(𝐴)

Kapitel 5

Vektoriteration
• direkte Vektoriteration: Sei 𝐴 diagonalisierbar. Dann konvergiert 𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘, 𝑥𝑘 =

𝑥𝑘
‖𝑥𝑘‖

 gegen
einen Eigenvektor zum Eigenwert 𝜆1, wenn 𝑥𝑘 nicht im Unterraum zu 𝜆2,…, 𝜆𝑛 ist.
‣ Rayleigh-Quotient: Ist 𝑥 = 𝑦𝑖 + 𝜀𝑟 eine Eigenvektor-Näherung mit ‖𝑦𝑖‖2 = 1, ‖𝑟‖2 = 1, 𝑟 ⟂ 𝑦𝑖,

ist 𝜌 = 𝑥𝑇𝐴𝑥𝑥𝑇𝑥 = 𝜆𝑖 + 𝜀
2𝑐 eine Eigenwert-Näherung

• inverse Vektoriteration: Sei |𝜆̃ − 𝜆𝑖| < |𝜆̃ − 𝜆𝑗| für alle 𝑗 ≠ 𝑖 und 𝜆𝑖 einfacher Eigenwert von 𝐴.
Dann ist 1𝜆𝑖−𝜆̃  der betr. größte Eigenwert von (𝐴 − 𝜆̃𝐼)−1. Wende also direkte Vektoriteration auf
(𝐴 − 𝜆̃𝐼)−1 an, um 𝜆𝑖 zu finden.
‣ Iterationsvorschrift: (𝐴 − 𝜆̃𝐼)𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘, löse mit LU-Zerlegung

Eigenwerteinschließungen

• Gerschgorin-Kreis: 𝐾𝑖(𝐴) = {𝑧 : |𝑧 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑
𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖
|𝑎𝑖𝑗|}

‣ 𝑆(𝐴) ⊂ (⋃𝑖𝐾𝑖(𝐴)) ∩ (⋃𝑖𝐾𝑖(𝐴𝑇 ))
‣ Folgerung: diagonaldominante Matrizen sind invertierbar
‣ Ein Gerschgorin-Kreis, der disjunkt zu allen anderen Gerschgorin-Kreisen ist, enthält genau

einen Eigenwert.
• Wertebereich: 𝑊(𝐴) = {𝑥𝑇𝐴𝑥 | 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0}, ‖𝑥‖2 = 1}

‣ 𝑊(𝐴) ist zusammenhängend. Ist 𝐴 symmetrisch, ist 𝑊(𝐴) = [𝜆𝑛, 𝜆1]. Ist 𝐴 schiefsymmetrisch,
ist 𝑊(𝐴) = [𝑖𝜆𝑛, 𝑖𝜆1].

• Satz von Benedixson: Da 𝐴 = 𝐴+𝐴𝑇2 + 𝐴−𝐴𝑇2 , ist 𝑆(𝐴) ⊂ 𝑊(𝐴+𝐴𝑇2 ) +𝑊(
𝐴−𝐴𝑇
2 )

• Eigenwertberechnung mittels QR-Zerlegung: 𝐴0 = 𝐴,𝐴𝑘 = 𝑄𝑘𝑅𝑘, 𝐴𝑘+1 = 𝑅𝑘𝑄𝑘. 𝐴𝑘
konvergiert gegen eine obere Dreiecksmatrix, die ähnlich ist zu allen anderen 𝐴𝑘.

Kapitel 6

Konvergenzordnung und Fehlerabschätzung
• a-priori-Fehlerabschätzung: Sei 𝐿 die Lipschitz-Konstante und 𝑥∗ der Fixpunkt der Kontraktion 𝐹 .

Dann gilt ‖𝑥∗ − 𝑥𝑘‖ ≤ 𝐿𝑘
1−𝐿‖𝑥1 − 𝑥0‖.

• a-posteriori-Fehlerabschätzung: ‖𝑥∗ − 𝑥𝑘‖ ≤ 𝐿
1−𝐿‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖

• Konvergenzordnung 𝑝: lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1−𝑥∗‖
‖𝑥𝑘−𝑥∗‖

𝑝 < 𝐾 (für 𝑝 = 1 muss 𝐾 < 1 gelten)
‣ lineare Konvergenz falls |𝐹 ′(𝑥∗)| < 1: lim

𝑘→∞
𝑥𝑘+1−𝑥∗
𝑥𝑘−𝑥∗

= 𝐹 ′(𝑥∗)
‣ quadratische Konvergenz: Falls 𝐹 ′(𝑥∗) = 0, gilt lim

𝑘→∞
𝑥𝑘+1−𝑥∗

(𝑥𝑘−𝑥∗)
2 = 12𝐹

″(𝑥∗)



Newton-Verfahren
• findet Nullstelle von 𝑓 . Iterationsvorschrift: 𝑥𝑘+1 = 𝐹(𝑥𝑘) = 𝑥𝑘 −

𝑓(𝑥𝑘)
𝑓′(𝑥𝑘)

. Bedingungen:
‣ 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0
‣ 𝐹 : [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] (Fixpunkt)
‣ |𝐹 ′(𝑥)| = |𝑓(𝑥)𝑓

″(𝑥)|
|𝑓′(𝑥)|2 ≤ 𝐿 < 1 (Kontraktion)

• Beweis der Konvergenzordnung:
‣ Satz von Taylor mit 𝑛 = 2 bei 𝑥𝑘: 0 = 𝑓(𝑥∗) = 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑓 ′(𝑥𝑘)(𝑥∗ − 𝑥𝑘) + 12𝑓

″(𝑥𝑘 + 𝜃(𝑥∗ −
𝑥𝑘))(𝑥∗ − 𝑥𝑘)

2

‣ ⟺ 𝑓(𝑥𝑘)
𝑓′(𝑥𝑘)

+ (𝑥∗ − 𝑥𝑘) = −12𝑓
″(𝑥𝑘 + 𝜃(𝑥∗ − 𝑥𝑘))

(𝑥∗−𝑥𝑘)
2

𝑓′(𝑥𝑘)
‣ ⟺ lim

𝑘→∞
|𝑥∗−𝑥𝑘+1|
|𝑥∗−𝑥𝑘|2

= 12 |
𝑓″(𝑥∗)
𝑓′(𝑥∗) | < ∞

Andere Verfahren
• Intervallschachtelung: (binary search), lineare Konvergenz
• Regula falsi: Sei 𝐼𝑘 = [𝑙, 𝑟] und o.B.d.A. 𝑓(𝑙) < 0, 𝑓(𝑟) > 0. Iterationsvorschrift: 𝑥𝑘+1 =

𝑙𝑓(𝑟)−𝑟𝑓(𝑙)
𝑓(𝑟)−𝑓(𝑙)

‣ Falls 𝑓(𝑥𝑘+1) < 0, setze 𝐼𝑘+1 = [𝑥𝑘+1, 𝑟]
‣ Sonst setze 𝐼𝑘+1 = [𝑙, 𝑥𝑘+1]

• Sekantenmethode: 𝑥𝑘+1 =
𝑥𝑘−1𝑓(𝑥𝑘)−𝑥𝑘𝑓(𝑥𝑘−1)
𝑓(𝑥𝑘)−𝑓(𝑥𝑘−1)

, superlineare Konvergenz (𝑝 = 𝜑)
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