Numerik 1
« Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |{z, y)|? < (z,z) - (y,%)

Kapitel 2
Matrixnormen
n
» Frobenius-Norm: [A|p =,/ > [a;|?
j k=1

+ Operator-Norm: |A[,,; = max HAzlv — A
perator-Notm: Al = max {le = ma. |s]y
» Spaltensummen-Norm: |Al; = max > lagl
Jml
» Zeilensummen-Norm: |A[l,, = max } |a |
J  j=1
» Spektral-Norm: |A[, = +/p(AT A)
« Konsistenz: |AB|| < ||A] - | B
« Vertraglichkeit: | Az|,, < |A]a - |zl
- Kondition: k(4) = |A] - [|[A7}]| =1
« Die Operator-Norm ist konsistent und mit der entsprechenden Vektornorm vertréglich
Az
» Nach Def.: | ]y, > 155 = [y < [Aly - ]y

||
AB B
»Mmm=gg'4qungm“=memM

lzlv Izl
« Fehler Ab auf der rechten Seite eines LGS haben folgende Auswirkungen auf die Losung:
- [Aaly < A7 ] - 14Dy

|Az]y < 1Ab[y
K A
g lzly = ( )"BHV

LU-Zerlegung
« Sei A invertierbar. Dann existiert P € II, , sodass PA = LU mit L untere bzw. U obere
Dreiecksmatrix.
» Ar =b <= PAx = Pb < LUz = Pb
» Ly=Pb,Uzx =y
» Die LU-Zerlegung ist eindeutig.
+ Initialisiere p, =¢,L =0,U = A
« Fiir
» Sei j > i die Zeile mit betragsméfBig grofitem Wert in Spalte 7. Vertausche Zeilen u; und u;,
sowie [; und [/, sowie p; und p;

» fur j > 4
- Merke [;; = e
- Addiere das —Z-fache der i-ten Zeile auf die j-te Zeile, sodass u;; = 0

Ujy J

Cholesky-Zerlegung

« Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann ist A = GGT mit G untere Dreiecksmatrix.
» Ar =b<= GGTz =b
» Gy=bGTr =y

+ Berechnung trivial

Kapitel 3

Banach’scher Fixpunktsatz und Spektralradius
« F heiflt Kontraktion, wenn Lipschitz-Konstante L < 1 existiert, sodass |F(z) — F(y)| < L|z —
vl



« Ist F eine Kontraktion von D — D, hat F' genau einen Fixpunkt z* und die Folge /1) =

F(z9) konvergiert gegen z*.

Az = b < x ist Fixpunkt von F(z) = B™'b+ (I — B 'A)z
» I ist Kontraktion, wenn ||I — B_1A|| <1

» Iterationsvorschrift: BzU+t!) = b — (A — B)zl)

Spektralradius: p(A) = I}Ien;ﬁ)\)d

- p(4) = limsup [|49]> < A,

j—oo )
» Ve > 03j, € N: HAJHZO < p(A) + e fiir alle § > 7,
» F(x) konvergiert <= p(I — B™'A) < 1

Indirekte Verfahren

SeiA+L+D+U.

Jacobi-Verfahren: B = D

» konvergiert, falls A diagonaldominant ist

Gauf3-Seidel-Verfahren: B = L + D

» konvergiert falls A diagonaldominant oder symmetrisch ist

Relaxationsverfahren: B(w) = L+ 1D, w € (0,2)

CG-Verfahren: Sei A symmetrisch und positiv definit.

» Idee: Sei F(z) = 3(Az — b)T A~ (Az — b). Da A~! auch positiv definit ist, ist F/(z) > 0 mit
F(z) =0 < Az = b. Wir suchen globales Minimum von F.

> Se% f(t) = F(x +ty). fistbeit = v (b-A2) 1hinimal. Also Iterationsvorschrift: z0+1) = z(0) +

yT Ay
;Y
T Ay Y
> T ist orthogonal zu span(]yl; ety yj).
» Der Vektory, , =1; — z]T ij y; ist A-konjugiert zu allen y;, £ < j. Damit ist nach n Schritten
5 AY;

span(yy, ..., y,) = R™.
» Konvergenz nach n Schritten zur exakten Losung

Kapitel 4

Normalengleichung

lineares Ausgleichsproblem: arg min|b — Ax||,
R

xE€
» Gauf’sche Normalengleichung gibt Losung: A7 Ax = AT'b (aber numerisch instabil, da
kg (AT A) = ky(4)?)

QR-Zerlegung

Sei @ orthogonal. Dann gilt [QAl|, = [ A], sowie |QA|r = |A| ¢

Householder-Matrix: H = I — 2uu® mit |ul, = 1 (Spiegelung an span(u)=*), symmetrisch und
orthogonal

Ziel: Bestimme H, sodass Ha = ce;. Losung: H = I — ﬁva mit v = a + sgn(a, )| Al.€;

Fiir 1:

» Berechne H;, das das Problem mit a; 16st

» Setze A = (H;A)[1 :][1 ]

R=H, , .. .HAQ=HT . HT,

Lésung des Ausgleichsproblem: min | Az — b||, = min |[QRz — b], = min ||QT(QRz — b) ||2 =
min ||R:13 — QTb||2, 16se alo Rx = QTb



Singulirwertzerlegung

« A =UXVT, mit v; die orthonormale Eigenvektorbasis von AT A, o,; = 1/, die entsprechenden
Eigenwerte absteigend sortiert, u; = %Avi ONB von img(A), erganzt zu ONB von R™.

» A= i Uiuiv;r

. Moore—%:etr)lrose Pseudoinverse: At = VEtUT mit & = &
» AT =3 O-L/UZU’CLF
. AAYA = A, ATAAY = A+, (AAY) = AA*, (A A)T = A+ A
» A'h st das Ausgleichsproblem

» AAT ist die orthogonale Projektion auf img(A)
» AT Aist die orthogonale Projektion auf ker(4)

Kapitel 5

Vektoriteration
« direkte Vektoriteration: Sei A diagonalisierbar. Dann konvergiert z,, ; = AZy, £}, = "iﬁ gegen

einen Eigenvektor zum Eigenwert )\;, wenn x; nicht im Unterraum zu X, ..., A, ist.

» Rayleigh-Quotient: Ist z = y; + er eine Eigenvektor-Naherung mit |y,[, = 1,|r], = 1,7 L y;,

ot Az \; + €2c eine Eigenwert-Niherung

istp =

zTx ~ ~
« inverse Vektoriteration: Sei [A — A;| < [\ — A,] fiir alle j 17£ i und \; einfacher Eigenwert von A.
Dann ist )\—1_>\ der betr. grofite Eigenwert von (A — AI) . Wende also direkte Vektoriteration auf

(A— B\I) ' an, um \; zu finden.
» Iterationsvorschrift: (A — V4 )Zji1 = Ty, 16se mit LU-Zerlegung

EigenwerteinschliefSungen

Gerschgorin-Kreis: K; 4y = z: [z —ay,| < )0 |aij]}

=1#i

» S(4) < (U, Kiw) 0 (U, Kigar))

» Folgerung: diagonaldominante Matrizen sind invertierbar

» Ein Gerschgorin-Kreis, der disjunkt zu allen anderen Gerschgorin-Kreisen ist, enthalt genau

einen Eigenwert.

- Wertebereich: W(A) = {27 Az | z € R\ {0}, |z], = 1}
» W(A) ist zusammenhiangend. Ist A symmetrisch, ist W(A) = [\,,, A;]. Ist A schiefsymmetrisch,

ist W(A) = [iA,,,i)].
Satz von Benedixson: Da A = A+TAT + A_QAT, ist S(A) C W(AJ’TAT) + W(A_QAT)
Eigenwertberechnung mittels QR-Zerlegung: Ay = A, A; = Q. Ry, Ay = RQy. A,
konvergiert gegen eine obere Dreiecksmatrix, die &hnlich ist zu allen anderen A,,.

Kapitel 6

Konvergenzordnung und Fehlerabschitzung

« a-priori-Fehlerabschétzung: Sei L die Lipschitz-Konstante und z* der Fixpunkt der Kontraktion F'.
Dann gilt [2* — 2, < £ |71 — o]

« a-posteriori-Fehlerabschatzung: |z* n o, < 5l — e

» Konvergenzordnung p: kll)rgo % < K (fir p = 1 muss K < 1 gelten)
1: lim &= _ g (g
<L fim e = Pl
» quadratische Konvergenz: Falls F’(z*) = 0, gilt lim =27, = L (z¥)
k—oo (Tp—*) 2

» lineare Konvergenz falls |F’ (z*)



Newton-Verfahren

« findet Nullstelle von f. Iterationsvorschrift: z,  ; = F'(z;,) = z), — f(zk) Bedingungen:

(@)
 F@) £0
» F:[a,b] — [a,b] (Fixpunkt)

» |[F'(2)| = W < L < 1 (Kontraktion)

+ Beweis der Konvergenzordnung:

» Satz von Taylor mit n = 2 bei z;: 0 = f(z*) = f(z;) + f/(z,)(z* — z) + 5 f" (z), + 0(z* —
zy,))(@" _xk)2

*_p 2
S P4 —m) = 3 f (e + 0l — )
. x*—x 1 z*
= lm s = [ ey [ <0
Andere Verfahren

Intervallschachtelung: (binary search), lineare Konvergenz

Regula falsi: Sei I}, = [I, 7] und 0.B.d.A. f(I) <0, f(r) > 0. Iterationsvorschrift: z, | = %
» Falls f(z,,,) <0, setze I, | = [}, 1,7]

» Sonst setze I, = [I, Z),1]

Sekantenmethode: 2, = z’“‘}{iﬁ’;l}fg’;: (f)’“‘l), superlineare Konvergenz (p = )
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