Optimierung Klausurzettel
muss handschriftlich sein!

Begriffe / Wiederholung

+ kompakt = beschrankt und abgeschlossen
« regulér = invertierbar (det A # 0)
« Eine symmetrische Matrix H € R™ ™ heifit positiv definit, falls y* Hy > 0Vy € R™.
» dquivalent: det(H[:1]1[:1]) > 0 (Hauptminoren)
« Mittelwertsatz: Vz,y e R"IE € {z + t(y —z) | t € (0,1)} : f(z) — f(y) = Vf(E)(z —y)
« Moore-Penrose-Inverse: At := (ATA)_lAT, minimiert ||Aac — b‘5||2

Grundlagen
« allgemeines restringiertes Optimierungsproblem: min f(z) u.d.N. g(z) < 0, h(z) =0
« Lagrange-Funktion: £(z, u, A) := f(z) + ZieIU HiGi(z) t ZjeIG Al
» Weierstrass: Jedes Programm mit nichtleerem, kompaktem zuldssigem Bereich und stetiger
Zielfunktion hat eine Lésung.
« Konvexe Menge K C V:Vz,y e K : {z +t(y—=z) |t €[0,1]} C K
« Sei K C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex. Dann existiert fiir alle y € R™ eine eindeutige
Losung Py (y) von min|y — z| u.dN. z € K.
» Py (y) = z, heiflit beste Approximation oder metrische Projektion und ist eindeutig
charakterisiert durch (y — zy,z — z,) < 0Vz € K.
» Ist K ein linearer Unterraum, heifit P orthogonale Projektion, es gilt (z, Px (y)) = (Px (), y)
und (y — Px(y), 2) = 0Vz € K.
« Epigraph: epi(f) = {(z,a) € F xR | f(z) < a}
« konvexe Funktion: f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y)Vx,y € F,t € [0,1]. Aquivalent:
epi(f) ist konvex.
» af, f+ g,sup,cs f; sind auch konvex (a > 0)
» jedes lokale Minimum z mit V f(z) = 0 ist auch globales Minimum von f

Abstiegsverfahren

« Finde Suchrichtung d;, mit d} g, < 0 und Schrittweite s;, > 0 mit f(z), + s,d;) < f(z},). Setze
Ty = T + Spdy,
» Liniensuche: s, = argming cp+ f(2) + sdy)

Gradientenverfahren: d;, = —g;,
« Newtonverfahren: d,, = —((H f) (xk))_lgk
+ GauB3-Newton-Verfahren: d;, = — [DF(xk)TDF(xk)] 7lgk
« Quasi-Newton-Verfahren: d,, = —B;, 'V f(z,) = —H,Vf(x},)
> Y = vf(xk-i-l) — Vf(zp), S = Tpp1 — T Vi = ygls
» DFP-Update-Formel: B,?ff = (I — 'ykyksf)B,?FP (I - ’ykskyg) + VeYrYi
» BFGS-Update-Formel: HPF 7 := (I — vyus,y8 VHP S (I — vewist ) + VeSist

Lineare Optimierung
« Problem: min f(z) wdN. Ayx > by, Agx = b
+ KKT-Bedingungen:

» by —Ayx, <0

» bg —Agz, =0
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> (Apz, — bU)TM* =0

+ Kegel N:z € N = Az € NYA >0

« konvexer Kegel: cone(A) := {Z] Ajaj | A >0,a; € A}

« Lemma von Farkas: Sei a; € R” und g € R™. Dann ist entweder g € cone {a,}, oder 3d € R™ :
a;fpd >0A gTd <0
» dquivalent: entweder A\ = g, A > 0 losbar, oder ATd >0, dTg < 0 losbar

Lagrange-Dualitit
« Sattelpunkt (z,, A,): £(z,,A) < L(z,, A,) < L(z,\,)Vz, A
« primales Problem: min, sup, £(z, )

duales Problem: max, inf, £(x,\)

« primales lineares Programm: min ¢ x + cgy wdN. Az + AYy > by, AL + AL =bg,x

. dualegﬂlineares Programm: max ;" by + Abg wdN. (AF)  p + (A%)" A < ¢, (AY) p+

(A‘é) A=c,pu>0

Standardform (LPS): min ¢z u.dN. Az = b, > 0

» Standardform des primalen linearen Programms: min c. z + c;fy L c;fy, u.dN. Az +
AyUy+_AyUy—_z:bU’ é$+AZC/¥y+_A%y— :bG’ $,y+,y_,220

>0

Lineare Programmierung
« Zulassigbereich von LPS: M = {z ¢ R" | z > 0, Ax = b}
« Polyeder: Schnittmenge endlich vieler abgeschlossenen Halbrdumen. Falls beschrankt -> Polytop
« xistEcke, fallsz = (1 —t)y +tz,t € (0,1),ye P,ze P=zx=y=12
« Basislésung x € M zur Basis B: z,, = 0 und A[:, B] regulir
» £ € M ist Ecke <= z ist Basislosung

Simplex-Tableau Algorithmus
« Eingabe: ¢, A, b, B . ;
P ()T
« while not 4 > 0:

» u="T1I0,: —1]

» ¢ =argminu

» w=T[:q]
» if w <0 error
I . Tli,~1]
> Tk, = T2
» T[i,:] =TIi,:| —T[i,q] - Tlk,:] mit i # k
> B(k) =4

. Ausgabe: 25 = T[1:,—1], Tz = —T]0,—1]
. Hilfsproblem: minc’z + NeTz uwdN. Az + 2 =b,z,2 > 0

Nichtlineare Programmierung

« Tangentialkegel: d € R™ heif3t tangential zu M C R™ im Punkt z € M, falls 3(z},) pen AUS M und
(t1) oy in (0, 00) sodass z, = x, t,, = 0, x’;;x = d. Ty, () ist die Menge aller d.

« linearisierter Tangentialkegel: Sei A (x) := {z €Ely: gy = O}. Dann ist 7' (z) := {d € R™ :

Vg ,(2)Td < 0,Vh(z)Td = 0} D Ty ()

Abadie CQ ist fiir z, € M erfiillt, falls 75 (z,) = T;,(=,)

LICQ ist fiir z, € M erfiillt, falls alle v € {Vg,4(z,)} U {Vhy_(x,) } linear unabhangig

« KKT unter LICQ: Sei x, lokales Minimum und erfiille LICQ. Dann 3\, € R™¢ u, € R™v:




» Vo L(a,, iy, Ay) =0
QIU(x*) <0
hi, (z,) =0
> K% >0
> ZiGIU Wi «Gi(z,) = 0
« konvexes Programm: min f(z) u.dN. g; (z) <0, a};x = by, mit f, g; konvex und stetig diffbar
« Slater-Bedingung fiir konvexes Programm ist erfiillt, falls 3z € M : g; (Z) < 0. Falls ja, sind die
KKT-Bedingungen fiir globales Minimum hinreichend.

v

v

Quadratische Programmierung

- quadratisches Programm: min 327 Qz + ¢Tz w.dN. Ayz < by, Az = bg mit ) symmetrisch
» ersetze allgemeine Matrix () mit %(Q + QT) ohne Zielfunktion zu dndern
» ( positiv semidefinit <= Zielfunktion konvex

+ KKT-Bedingungen:
» Qz, + Alp, + ALN, = —¢

> py 20

s (by — Ayz,) p, =0

Strategie der aktiven Mengen

« Eingabe: @) positiv definit, ¢, A, b, xy € M
« Ay =10

« while true:

Q Ag[ﬂk,:] Ag dy, =V f(zg)
> Lése AU[./‘Z;C,:] 0 0 MkJrl[Ak] - 0
Ag 0 0 Akt 0

» if dj, = 0:
— if py 1 [Ag] = 0 return z;,
- else:
« g =argming 4

* Tpt1 = Tk
. Ak+1 = Ay, \ {‘I}

» else:
k. bup T AuigTe o s .
ti = —AU[i,:]dk fur ¢ c {’L ‘ AU[i,:]dk: > 0}
— if mint* > 1
* Ty = T T dy
© Appr = Ay
- else:

« r = argmint®
.« Tpyy = Ty R
« Appr = A U{r}
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