Zahlentheorie Klausurzettel

coole tricks

(p—1)!'=—1modp
Falls d := ged(a, M) | b, hat 22 = 2 mod 2 eine Lésung
Zk b,L o bk+1_1
=0~ bl k;—1
p(n) = Hi(p/ -p;' )
a* = 1mod M = ord,,(a) | k
ord,,(ab) = ord,,(a)ord,,(b) falls gcd(ord,,;(a),ord,, (b)) =1

satze

chinesischer Restsatz: Sei = ¢;, mod m;, gelost mit Lésung C mod M := HZ c;-Seiz =My +C,
dann ist fiir z = ¢, ; mod m,,_, die Lésung y = M (¢, — C) mod my_ ;.

2 g Pld) =1

Euler: a*™) = 1 mod M

Carmichael-Funktion: A(M) = lem, (ot

verschirfter Euler: a*™) = 1 mod M

Rabin: Sei N — 1 = 2¥m. Falls a™ # 1mod N und a?’™ % —1mod N, ist N zusammengesetzt.
P>1—(3)"

Euler: (%) =a"7 mod p N

quadratische Reziprozitét: (IE)) (%) = (-1

(2) = 1=

Pépin: F, + 1 prim = 32(Fa-1) = —1mod E, mit F, = 22" +1

Gaufy’sches Lemma: (%) = (—1)" mit u die Zahl der negativen Restklassen in
a,2a,..., p—gla mod p

Fermat: p = a? + b?> = p = 1mod 4

n = a? + b? :>n=2km2]_[ipi mit p = 1 mod 4

Lagrange: n = a? + b% + 2 + d?

GauB: n # 4'(8k +7) = n = a® + b? + ¢?

n = a + b+ cmit a, b, c Dreieckszahlen

Hilbert: g(k) = min{m eEN|VneN:n= 221 zh z, € N}

1

n= ZG(k) x¥ mit n > C. G(k) sei der kleinstmogliche Wert

i=1

Kettenbruch: (b, by, ..., b,,) = by + b++ = Pu
1 T

o n q’l’L
Ay

» Kettenbriiche bilden: oy = o, 0; = ||, ;1 = ﬁ

> = atPosy mit Ppn = apPn + Pn—2 und n = 0pln—1 + dn—2

(ag,ayy ..., Gy, @ pr——
1

oy,
Pn 1 gl

lo— I <gam <z

Legendre: | a — £ | < 2—;2 = L Teilbruch von a

Standardform: Sei o € R \ Q Lésung von Az? + Bz + C = 0 mit A > 0 und ged(4, B,C) = 1.
) . B2-4AC 9pg FE +A) 2B

Dannlsta:PJrT‘mmltD:{ 1 B und (P’Q):{Ezpé,ﬂfi)else

B2—4AC else
a € R\ Q heifit reduziert, fallsa > 1und —1 < | « < O mit | o = LD

Q
» Falls Q | (D — PQ), dann gilt: o ist reduziert = 0 < P < vVDund VD — P < Q< vVD+ P
» es gibt nur endlich viele reduzierte o mit Diskriminante D.

Lagrange: o = (ag, ay, ..., a,,) = « ist reduziert
VN = (ag, a1, ., 4, 2a,) mit ay = [V N |
Pell’sche Gleichung: 22 — Ny? = 1



Sei VN = (ag, ay, ..., a,,, 2a,) mit Teilbriichen Zi. Dann: a,,,; = 2|VN| = p2 — Ng2 =
(—1)m+1 "

Seien (z,,y;) und (x5, y,) Losungen, dann ist (2,25 + Ny;Ys, ;Y5 + y;Z5) auch Losung.
Sei (p, q) gegebene Losung, dann lassen sich mit z + yv/N = (p + q\/ﬁ)n weitere Losungen
(z,y) finden.

abc-Vermutung: Sei a + b = ¢ und ged(a, b,¢) = 1.Dann Ve > 03C. >0: (¢ > C. = ¢ <
rad(abc)'*e)

Dirichlet-Charakter mod m:

» x(a) =0= gcd(a,m) > 1

» a =bmodm = x(a) = x(b)

> x(a)x(b) = x(ab)

Hauptcharakter: x,(a) = (ged(a,m) == 1)

Index: ind,(a) = min{i € N : ¢' = amod p°}

» indg(ab) = ind (a) + ind,(b) mod ¢ (p®)

=1 mod
5 xta) = {7
X m

S () = {g(m)zcls:exO

a€(Z/mZ)* 1 1 '
Gauf3-Summen: g,(,) = Zi:o X(t)e(at) und g, ) = 2h e("‘t) mit e(z) = *™®
> 90 = {xta iy 0 o

Jacobi-Summe: J(x,¥) = >,  x(a)y(b)
0<a,b<p—1
a+b=1mod p

» J(X0:X) =0, J (X0 X0) =P
» J(x, X) = —x(-1)
> J(xw) = L2909 mit xop  x,
Faltung: f* g(n) =3, F(d)g(%)
n=1

1
Mobius-Funktion: u(n = H;Ll pi> = {0 3p:p? | n
- a

1)7 else
fn) =%, F(d)p(g) mit F = fx1
Quadratische Form: F'(zq,...,z,) = Y, a

1<4,5<n

= zAzT

T,z =

i,j LT
» Diskriminante: D(F') = det(A)

F ~ G, falls 3T = Z™*" mit det(T) = 1 und B = TAT7T. Dafiir muss det(T") = +1 gelten.
binire quadratische Form: f(z,y) = az? + bzy + cy?

» Diskriminante: d(f) = b*> — 4ac

Falls d < 0: h(d) = #{(a,b,c) € Z3 : ged(a,b,c) =1,b%> —dac =d,0 < a < \/% —a<b<

a<cV0<b<a=c}
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