
Zahlentheorie Klausurzettel
coole tricks
• (𝑝 − 1)! ≡ −1mod 𝑝
• Falls 𝑑 ≔ gcd(𝑎,𝑀) | 𝑏, hat 𝑎𝑑𝑥 ≡

𝑏
𝑑 mod

𝑀
𝑑  eine Lösung

• ∑𝑘
𝑖=0 𝑏

𝑖 = 𝑏𝑘+1−1
𝑏−1

• 𝜑(𝑛) = ∏𝑖(𝑝
𝑘𝑖
𝑖 − 𝑝𝑘𝑖−1𝑖 )

• 𝑎𝑘 ≡ 1mod𝑀 ⟹ ord𝑀(𝑎) | 𝑘
• ord𝑀(𝑎𝑏) = ord𝑀(𝑎)ord𝑀(𝑏) falls gcd(ord𝑀(𝑎), ord𝑀(𝑏)) = 1

sätze
• chinesischer Restsatz: Sei 𝑥 ≡ 𝑐𝑘mod𝑚𝑘 gelöst mit Lösung 𝐶 mod𝑀 ≔ ∏𝑖 𝑐𝑖. Sei 𝑥 = 𝑀𝑦 + 𝐶 ,

dann ist für 𝑥 ≡ 𝑐𝑘+1mod𝑚𝑘+1 die Lösung 𝑦 ≡ 𝑀−1(𝑐𝑘+1 −𝐶)mod𝑚𝑘+1.
• ∑𝑑|𝑛 𝜑(𝑑) = 𝑛
• Euler: 𝑎𝜑(𝑀) ≡ 1mod𝑀
• Carmichael-Funktion: 𝜆(𝑀) = lcm𝑖(𝑝𝑘𝑖𝑖 −𝑝𝑘𝑖−1𝑖 )

• verschärfter Euler: 𝑎𝜆(𝑀) ≡ 1mod𝑀
• Rabin: Sei 𝑁 − 1 = 2𝑘𝑚. Falls 𝑎𝑚 ≢ 1mod𝑁  und 𝑎2𝑗𝑚 ≢ −1mod𝑁 , ist 𝑁  zusammengesetzt.
𝑃 ≥ 1 − (14)

𝑛

• Euler: (𝑎𝑝) ≡ 𝑎
𝑝−1
2 mod𝑝

• quadratische Reziprozität: (𝑝𝑞)(
𝑞
𝑝) = (−1)

(𝑝−1)(𝑞−1)
4

• (2𝑝) = (−1)
𝑝2−1
8

• Pépin: 𝐹𝑛 + 1 prim ⟹312(𝐹𝑛−1) ≡ −1mod𝐹𝑛 mit 𝐹𝑛 = 22𝑛 + 1
• Gauß’sches Lemma: (𝑎𝑝) = (−1)𝜇 mit 𝜇 die Zahl der negativen Restklassen in
𝑎, 2𝑎,…, 𝑝−12 𝑎mod 𝑝

• Fermat: 𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 ⟹𝑝 ≡ 1mod 4
• 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 ⟹𝑛 = 2𝑘𝑚2∏𝑖 𝑝𝑖 mit 𝑝 ≡ 1mod 4
• Lagrange: 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2
• Gauß: 𝑛 ≠ 4𝑙(8𝑘 + 7)⟹ 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
• 𝑛 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 mit 𝑎, 𝑏, 𝑐 Dreieckszahlen
• Hilbert: 𝑔(𝑘) = min{𝑚 ∈ ℕ | ∀𝑛 ∈ ℕ : 𝑛 = ∑𝑚

𝑖=1 𝑥
𝑘
𝑖 , 𝑥𝑖 ∈ ℕ}

• 𝑛 = ∑𝐺(𝑘)
𝑖=1 𝑥𝑘𝑖  mit 𝑛 > 𝐶 . 𝐺(𝑘) sei der kleinstmögliche Wert

• Kettenbruch: ⟨𝑏0, 𝑏1,…, 𝑏𝑛⟩ = 𝑏0 + 1
𝑏1+ 1

…+ 1
𝑏𝑛

= 𝑝𝑛
𝑞𝑛

‣ Kettenbrüche bilden: 𝛼0 = 𝛼, 𝑎𝑖 = ⌊𝛼𝑖⌋, 𝛼𝑖+1 = 1
{𝛼0}

• ⟨𝑎0, 𝑎1,…, 𝑎𝑛, 𝑥⟩ =
𝑥𝑝𝑛+𝑝𝑛−1
𝑥𝑞𝑛+𝑞𝑛−1

 mit 𝑝𝑛 = 𝑎𝑛𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛−2 und 𝑞𝑛 = 𝑎𝑛𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2
• | 𝛼 − 𝑝𝑛

𝑞𝑛
| < 1

𝑞𝑛𝑞𝑛+1
< 1

𝑞2𝑛
• Legendre: | 𝛼 − 𝑝

𝑞 | <
1
2𝑞2 ⟹

𝑝
𝑞  Teilbruch von 𝛼

• Standardform: Sei 𝛼 ∈ ℝ ∖ ℚ Lösung von 𝐴𝑥2 +𝐵𝑥 + 𝐶 = 0 mit 𝐴 > 0 und gcd(𝐴,𝐵,𝐶) = 1.
Dann ist 𝛼 = 𝑃+

√
𝐷

𝑄  mit 𝐷 = {
𝐵2−4𝐴𝐶

4 2|𝐵
𝐵2−4𝐴𝐶 else

 und (𝑃 ,𝑄) = {(∓
𝐵
2 ,±𝐴) 2|𝐵

(∓𝐵,±2𝐴) else

• 𝛼 ∈ ℝ ∖ ℚ heißt reduziert, falls 𝛼 > 1 und −1 < | 𝛼 < 0 mit | 𝛼 = 𝑃−
√
𝐷

𝑄
‣ Falls 𝑄 | (𝐷 − 𝑃 2), dann gilt: 𝛼 ist reduziert ⟹0 < 𝑃 <

√
𝐷 und 

√
𝐷− 𝑃 < 𝑄 <

√
𝐷+ 𝑃

‣ es gibt nur endlich viele reduzierte 𝛼 mit Diskriminante 𝐷.
• Lagrange: 𝛼 = ⟨𝑎0, 𝑎1,…, 𝑎𝑛⟩ ⟹ 𝛼 ist reduziert
•
√
𝑁 = ⟨𝑎0, 𝑎1,…, 𝑎𝑛, 2𝑎0⟩ mit 𝑎0 = ⌊

√
𝑁⌋

• Pell’sche Gleichung: 𝑥2 −𝑁𝑦2 = 1



• Sei 
√
𝑁 = ⟨𝑎0, 𝑎1,…, 𝑎𝑛, 2𝑎0⟩ mit Teilbrüchen 𝑝𝑛𝑞𝑛 . Dann: 𝑎𝑛+1 = 2⌊

√
𝑁⌋⟹ 𝑝2𝑛 −𝑁𝑞2𝑛 =

(−1)𝑛+1
• Seien (𝑥1, 𝑦1) und (𝑥2, 𝑦2) Lösungen, dann ist (𝑥1𝑥2 +𝑁𝑦1𝑦2, 𝑥1𝑦2 + 𝑦1𝑥2) auch Lösung.
• Sei (𝑝, 𝑞) gegebene Lösung, dann lassen sich mit 𝑥 + 𝑦

√
𝑁 = (𝑝 + 𝑞

√
𝑁)

𝑛
 weitere Lösungen

(𝑥, 𝑦) finden.
• abc-Vermutung: Sei 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 und gcd(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 1. Dann ∀𝜀 > 0∃𝐶𝜀 > 0 : (𝑐 > 𝐶𝜀 ⟹𝑐 <
rad(𝑎𝑏𝑐)1+𝜀)

• Dirichlet-Charakter mod 𝑚:
‣ 𝜒(𝑎) = 0⟹ gcd(𝑎,𝑚) > 1
‣ 𝑎 ≡ 𝑏mod𝑚⟹ 𝜒(𝑎) = 𝜒(𝑏)
‣ 𝜒(𝑎)𝜒(𝑏) = 𝜒(𝑎𝑏)

• Hauptcharakter: 𝜒0(𝑎) = (gcd(𝑎,𝑚) == 1)
• Index: ind𝑔(𝑎) = min{𝑖 ∈ ℕ : 𝑔𝑖 ≡ 𝑎mod 𝑝𝑒}

‣ ind𝑔(𝑎𝑏) ≡ ind𝑔(𝑎) + ind𝑔(𝑏)mod𝜑(𝑝𝑒)
• ∑
𝜒∈𝒞𝑚

𝜒(𝑎) = {𝜑(𝑚)𝑎≡1mod𝑚0 else

• ∑
𝑎∈(ℤ/𝑚ℤ)∗

𝜒(𝑎) = {𝜑(𝑚)𝜒=𝜒00 else

• Gauß-Summen: 𝑔𝑎(𝜒) = ∑𝑝−1
𝑡=0 𝜒(𝑡)𝑒(

𝑎𝑡
𝑝 ) und 𝑔𝑎(𝜒0) = ∑𝑝−1

𝑡=0 𝑒(
𝑎𝑡
𝑝 ) mit 𝑒(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝑥

‣ 𝑔𝑎(𝜒) = {0 𝑝 | 𝑎
𝜒(𝑎−1)𝑔1(𝜒) else

• Jacobi-Summe: 𝐽(𝜒, 𝜓) = ∑
0≤𝑎,𝑏≤𝑝−1
𝑎+𝑏≡1mod𝑝

𝜒(𝑎)𝜓(𝑏)

‣ 𝐽(𝜒0, 𝜒) = 0, 𝐽(𝜒0, 𝜒0) = 𝑝
‣ 𝐽(𝜒, 𝜒) = −𝜒(−1)
‣ 𝐽(𝜒, 𝜓) = 𝑔(𝜒)𝑔(𝜓)

𝑔(𝜒𝜓)  mit 𝜒𝜓 ≠ 𝜒0
• Faltung: 𝑓 ∗ 𝑔(𝑛) = ∑𝑑|𝑛 𝑓(𝑑)𝑔(

𝑛
𝑑 )

• Möbius-Funktion: 𝜇(𝑛 ≔ ∏𝑟
𝑖=1 𝑝𝑖) = {

1 𝑛=1
0 ∃𝑝:𝑝2 | 𝑛
(−1)𝑟 else

• 𝑓(𝑛) = ∑𝑑|𝑛 𝐹(𝑑)𝜇(
𝑛
𝑑 ) mit 𝐹 = 𝑓 ∗ 𝟙

• Quadratische Form: 𝐹(𝑥1,…, 𝑥𝑛) = ∑
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝑥𝐴𝑥𝑇

‣ Diskriminante: 𝐷(𝐹) = det(𝐴)
• 𝐹 ∼ 𝐺, falls ∃𝑇 = ℤ𝑛×𝑛 mit det(𝑇 ) = 1 und 𝐵 = 𝑇𝐴𝑇 𝑇 . Dafür muss det(𝑇 ) = ±1 gelten.
• binäre quadratische Form: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2

‣ Diskriminante: 𝑑(𝑓) = 𝑏2 − 4𝑎𝑐
• Falls 𝑑 < 0: ℎ(𝑑) = #{(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℤ3 : gcd(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 1, 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑑, 0 < 𝑎 < √ |𝑑|

3 − 𝑎 < 𝑏 ≤
𝑎 < 𝑐 ∨ 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑎 = 𝑐}
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